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1. fejezetBevezetésA permutá
iós orbifoldok � jelen értekezés tárgyát alkotó � elmélete több,látszólag alapvet®en eltér® szempontból vizsgálható. A tradi
ionális megkö-zelítés szerint a kétdimenziós konform térelméletek [23, 50℄ egy fontos alosz-tályának, az orbifold modelleknek [44, 45℄ egy spe
iális válfaját alkotják apermutá
iós orbifoldok [68, 25, 8, 11, 20, 61℄, amikor az úgynevezett twist-
soport egy permutá
ió
soport, azaz valamely szimmetrikus 
soport rész-
soportja1. Ebb®l a szempontból nézve a f® eredmény úgy fogalmazhatómeg, hogy bár ezen modellek általában se nem holomorfak � azaz az orbi-foldizá
ió el®tti elmélet primér tereinek száma (a maximálisan kiterjesztettszimmetria-algebrára nézve) egynél nagyobb �, se nem ábeliek � azaz a twist-
soport általában nem kommutatív �, mégis teljes mértékben ellen®rzésünkalatt áll az elmélet szerkezete, éles ellentétben az általános esettel, ahol afenti körülmények között gyakorlatilag semmilyen lényegi informá
ióval nemrendelkezünk néhány teljesen átfogó, és ezért gyakorlatilag semmitmondómegállapítástól eltekintve. Könnyen belátható, hogy a permutá
iós orbifol-doknak ezen alapvet® tulajdonsága, s®t, egyáltalán a kérdésfeltevés jogossága� vagyis univerzális, a dinamika részleteit®l többé-kevésbé független össze-1A konform térelméletekkel és orbifold modellekkel kap
solatos alapvet® ismeretek meg-találhatók a szerz® kandidátusi értekezésében [73℄.5



6 FEJEZET 1. BEVEZETÉSfüggések létezése � a twist-
soport hatásának univerzalitásával (permutá
ióshatás) magyarázható, ezért az általános esetben nem is várható a permutá-
iós orbifoldok elméletének mélységét és részletességét (akár 
sak részben)megközelít® elmélet létezése.A permutá
iós orbifoldok elmélete egy alternatív, kevésbé elterjedt ér-telmezés szerint a mértékszimmetriák általános elméletének egy nagyon spe-
iális alfejezete. Spe
iális típusú mértékszimmetriák � diszkrét permutá
iósszimmetriák � hatását vizsgálja spe
iális dinamikájú � kétdimenziós konform-invariáns � kvantumtérelméletekben. Ebb®l a szempontból az elmélet érde-kessége megint 
sak abban rejlik, hogy � ellentétben az általános esettel � apermutá
iós orbifoldok szerkezete lényegében ismert: bármely �zikailag rele-váns kérdés elvileg megválaszolható [8, 11℄. Ez persze nem jelenti azt, hogyaz összes felmerül® kérdésre már ismert a válasz, sem azt, hogy egy adottkérdés megválaszolása triviális lenne, mindössze annyit, hogy az elmélet f®bbalapelvei és módszerei tisztázottak, szemben a mértékszimmetriák általánoselméletével, ahol néhány általános összefüggésen túl leginkább 
sak közelít®módszerek állnak rendelkezésre a mértékszimmetriák hatásának tanulmányo-zására. Persze a fent említett két megközelítés egyáltalán nem függetlenegymástól: általában megállapítható, hogy az orbifold modellek nemtriviá-lis diszkrét mértékszimmetriákkal rendelkez® konform térelméletekként értel-mezhet®k, ahol a twist-
soport nem más, mint a diszkrét mértékszimmetriák
soportja. Pragmatikus szempontból úgy fogalmazhatunk, hogy míg a kon-form térelméleti megközelítés szerint a permutá
iós orbifoldok elmélete egyáltalános konstruk
iós eljárást ad, melynek segítségével konzisztens konformtérelméletekb®l új, szintén konzisztens konform térelméletek származtatha-tók teljes mértékben ellen®rzött körülmények között, addig a mértékszimmet-riák elméletével kap
solatos megközelítés szerint egy olyan kísérleti tereppelvan dolgunk, ahol � megint 
sak kontrolált körülmények között � vizsgálhat-juk a mértékszimmetriák hatását egy kvantumtérelmélet szerkezetére.A fent ismertetett két megközelítés már önmagában elegend® indokot



7szolgáltat a permutá
iós orbifoldok részletes tanulmányozására. Egy továbbifontos szempont, amely az elmélet jelent®ségét indokolja, hogy fontos sze-repet tölt be az alapvet® köl
sönhatások végs® egyesítését 
élul kit¶z®, je-lenleg is rendkívül népszer¶ húrelméletek vizsgálatában. Egyfel®l a húrokmásodkvantálásának problematikája a legegyszer¶bben a permutá
iós orbi-foldok egy spe
iális válfaja, az úgynevezett szimmetrikus szorzatok [37, 16℄segítségével tárgyalható; másrészt a permutá
iós orbifoldok szolgáltatják a je-lenleg ismert leghatékonyabb módszert a húrelméletek és a kétdimenziós kon-form térelméletek mélyebb tulajdonságainak vizsgálatára [9℄. A perturbatívhúr-vákuumok és partí
iós függvényeik osztályozására irányuló próbálkozásokalapja a kés®bb tárgyalandó kongruen
ia-rész
soport tulajdonság, amelynekegyetlen ismert bizonyítása a permutá
iós orbifoldok elméletén alapszik, dea húrelmélet nemperturbatív aspektusainak vizsgálatában is jelent®s szerepjut az elméletnek, például az ún. permutá
iós D-brane kon�gurá
iók révén[75℄.Összegezve azt mondhatjuk, hogy a permutá
iós orbifoldok elmélete mindelvi � a mértékszimmetriáknak egy �zikai rendszer viselkedésére gyakorolt ha-tásának jobb megértésében �, mind gyakorlati szempontból � a húrelméletés a konform térelmélet különféle kérdéseinek tanulmányozásában � fontosszerepet tölt be a modern elméleti �zikában. Jelen értekezés 
élja, hogyfelvázolja az elmélet alapvet® eredményeit és azok néhány fontosabb alkal-mazását. Ennek megfelel®en a második fejezetben � a mértékszimmetriákkalés orbifold modellekkel kap
solatos általános megfontolások rövid áttekintéseután � ismertetjük a permutá
iós orbifold pre
íz de�ní
ióját. A harmadikfejezetben tárgyaljuk a permutá
iós orbifoldok két olyan alaptulajdonságát� a tranzitivitást és az univerzalitást �, amelyek dönt® szerepet játszanakmind az elmélet kifejtésében, mind a különféle alkalmazásaiban. A negyedikfejezetben � a partí
iós függvény konform térelméleti fogalmának áttekin-tése után, beleértve a magasabb génuszok esetét � ismertetjük a permutá-
iós orbifoldok partí
iós függvényeinek szerkezetét, amely az elmélet egyik



8 FEJEZET 1. BEVEZETÉSlegfontosabb eredménye, és fontos szerepet játszik például a szimmetrikusszorzatok elméletében. Az ötödik fejezetben tárgyaljuk a permutá
iós or-bifoldok primér tereinek osztályozását, a királis karakterek szerkezetét, amoduláris adatok és a fúziós szabályok kap
solatát az orbifoldizá
ió el®ttirendszer megfelel® mennyiségeivel. A hatodik fejezetben megfogalmazzukaz orbifold-kovarian
ia elvét, és ismertetjük két fontos alkalmazását: egyfe-l®l az irányítatlan húrok elméletében fontos szerepet játszó Klein-amplitúdóalakjára vonatkozó � Pradisi, Sagnotti és Stanev nevéhez f¶z®d® � sejtésalátámasztásában; másfel®l a ra
ionális konform térelméletek egyik alapvet®tulajdonságának, az ún. kongruen
ia-rész
soport tulajdonságnak az igazo-lásában. Végül az utolsó, hetedik fejezetben összefoglaljuk az értekezésbenismertetett eredményeket, és kitekintést adunk az elmélet további poten
i-ális alkalmazásairól, valamint továbbfejlesztési lehet®ségeir®l. Az értekezésthárom függelék zárja, amelyekben néhány, az értekezésben fontos szerepetjátszó matematikai fogalom kerül ismertetésre.E ponton 
élszer¶nek t¶nik röviden vázolni a permutá
iós orbifoldok el-méletének el®zményeit és az elmélet kidolgozásának f®bb állomásait. Az or-bifoldok fogalmát 1985-ben vezette be Dixon et al. [44, 45℄ a húrelmélet re-alisztikus kompakti�ká
ióinak vizsgálata során. Mivel a húrelméletek bels®szerkezetéb®l következik, hogy sima Minkowski-térben konzisztens húrdina-mika 
sak bizonyos dimenziókban, az ún. kritikus dimenziókban lehetséges� bozonikus húrokra a kritikus dimenzió értéke 26, míg szuperhúrokra ezaz érték 10 �, ezért az egyik legfontosabb el®feltétele annak, hogy a húrel-méletet az alapvet® �zikai köl
sönhatások egyesített elméletének megalkotá-sában felhasználjuk az, hogy megmagyarázzuk, miért 
sak négy dimenziótészlelünk az ala
sony (értsd: Plan
k-skálához viszonyítva ala
sony) energi-ákon. E probléma feloldására született egyik legkorábbi, máig legnépsze-rübb elképzelés szerint a �zikai térid® a négydimenziós Minkowski-tér és egyolyan kompakt sokaság Des
artes-szorzataként áll el®, melynek bels® dimen-ziói annyira görbültek, hogy jelenlétük nem mutatható ki ala
sony energiá-



9kon. Ilyen típusú sokaságokra példák az ún. Calabi-Yau sokaságok, melyekmindmáig fontos szerepet játszanak a szuperhúrelmélet kompakti�ká
ióinakvizsgálatában. Ezen sokaságok el®nye, hogy topológiai szerkezetük bizto-sítja a kompakti�kált elmélet több jó tulajdonságát: a kompakti�kált elmélettérid®-szuperszimmetriáját (amely például megoldást nyújthat a hierar
hiaproblémára), a kompakti�kált elmélet spektruma feletti ellen®rzést (a királisfermion-
saládok számát a sokaság Euler-karakterisztikája határozza meg),az ala
sonyenergiás mértékszimmetriák realisztikus voltát, stb. Viszont nagyhátrányuk, hogy ezen sokaságok metrikus tulajdonságaival kap
solatos isme-reteink korlátozott volta nem teszi lehet®vé a kompakti�kált elmélet részletesösszevetését az ala
sonyenergiás tapasztalatokkal.A Calabi-Yau kompakti�ká
iókkal szemben az ún. toroidális kompakti�-ká
iók � amikor a bels® görbült sokaság egy megfelel® dimenziós tórusz, amitaz euklideszi térnek egy transzlá
ió
soport szerinti faktortereként kapunk �lehet®vé teszik az ala
sonyenergiás elmélet tulajdonságainak részletes elem-zését, például az ala
sonyenergiás gerjesztések Yukawa-
satolásainak expli
itmeghatározását. Hátrányuk viszont, hogy semmiképpen nem vezethetnekrealisztikus húrfenomenológiára: az ala
sonyenergiás elmélet része
skespek-truma és mértékszimmetriái nem egyeztethet®k össze a kísérleti tapasztala-tokkal. Az orbifold kompakti�ká
iók [44, 45℄ alapötlete az, hogy toroidáliskompakti�ká
iók helyett olyan bels® sokaságokat tekintsünk, amelyek egymegfelel® dimenziós tórusznak egy diszkrét � általában véges � izometria
so-port szerinti faktortereként állnak el®. Ezzel egyrészt kompakti�ká
ióknakegy olyan osztályához jutunk, amely elég közel áll a toroidális kompakti�ká-
iókhoz ahhoz, hogy remélhet®leg a toroidális kompakti�ká
iókra kidolgozottszámítási eljárások és 
soportelméleti módszerek segítségével a fontos jellem-z®k meghatározhatók lesznek, másrészt lehet®ség nyílik az ala
sonyenergiásrésze
skespektrum és a mértékszimmetriák jelent®s mérték¶ reduk
iójára.Ami a második pontot illeti, az orbifold kompakti�ká
iók beváltottáka hozzájuk f¶zött reményeket: megfelel® módszerekkel konstruálhatók olyan



10 FEJEZET 1. BEVEZETÉSorbifold kompakti�ká
iók, melyek ala
sonyenergiás mérték
soportja megegye-zik valamely népszer¶ GUT, vagy akár a Standard Modell mérték
soportjá-val, és a része
skespektrum is igen közel áll a kívánatoshoz. Sajnos � leszá-mítva néhány igen egyszer¶, 
iklikus izometria
soportokra alapozott esetet,amelyek nem szolgáltatnak realisztikus húrkompakti�ká
iót �, a �zikai jel-lemz®k meghatározása komoly akadályokba ütközik. Többek között mind amai napig nem létezik általános eljárás nemkommutatív 
soportokon alapulóorbifold kompakti�ká
iók vizsgálatára, bár ezek lennének a legalkalmasab-bak realisztikus ala
sonyenergiás viselkedés leírására. A fentiek ellenére azorbifold kompakti�ká
iók mindmáig jelent®s szerepet játszanak a húrelméletáltalános kérdéseinek tanulmányozásában és az úgynevezett húrfenomenoló-giában.Az orbifold modellek tanulmányozásában a következ®, dönt® jelent®ség¶el®relépés Dijkgraaf et al. nevéhez f¶z®dik [39℄. �k ismerték fel 1989-ben �pontosabban ®k fogalmazták meg els®ként �, hogy az orbifold modellek nemmások, mint diszkrét mértékszimmetriákkal rendelkez® kétdimenziós konformtérelméletek. Analízisük során megmutatták, hogy spe
iális típusú, úgyne-vezett holomorf orbifoldok esetén (amikor az orbifoldizá
ió el®tti elméletnekmindössze egy primér tere van) az elmélet szerkezete lényegében leírhatópusztán 
soportelméleti módszerekkel: mai szóhasználattal élve, egy holo-morf orbifoldhoz asszo
iált moduláris tenzorkategóriát [72, 82, 2℄ teljes mér-tékben meghatároz az orbifoldizá
ióhoz felhasznált diszkrét mérték
soport �a twist-
soport �, bizonyos kohomologikus jellemz®k erejéig. Eme kohomolo-gikus jellemz®k szerepét, illetve a holomorf orbifoldoknak a háromdimenzióstopologikus térelméletekkel való kap
solatát egy évvel kés®bb tisztázta Dijkg-raaf és Witten [40℄ híres 
ikke. Bár e két 
ikk alapján lehet®vé vált a holomorforbifold modellek moduláris tulajdonságainak és fúziós szabályainak expli
itmeghatározása, több alapvet® kérdés mindmáig tisztázatlan e témakörben:1. Mi a kap
solat a twist-
soport konkrét realizá
iója (mint az orbifol-dizált elmélet szimmetria
soportja) és a konstruk
ióban szerepl® 3-



11ko
iklus között?2. Hogyan határozhatók meg az elmélet más, a moduláris tulajdonságokontúlmutató jellemz®i, például a partí
iós függvények, a királis karakte-rek, a korrelá
iós függvények, stb?3. Hogyan általánosítható az elmélet nem-holomorf orbifoldokra?A fent ismertetett eredmények egy másik hiányossága volt a konkrét szám-szer¶ értékeket szolgáltató formulák rendkívül bonyolult, nehezen kezelhet®volta, ami � utólagos böl
sességgel � a leíráshoz használt matematikai ap-parátus inadekvát voltát tükrözte. A kiutat ebb®l a helyzetb®l az akko-riban elterjed® Hopf-algebrai módszerek szolgáltatták. A holomorf orbifol-dok moduláris tulajdonságainak Hopf-algebrai leírását els®ként Dijkgraaf etal. [38℄, valamint a szerz® [3, 4, 73℄ adta meg. E leírás alapja az a fel-ismerés, hogy tetsz®leges (diszkrét) 
soporthoz és annak egy unimoduláris3-ko
iklusához hozzárendelhet® egy kvázi-trianguláris kvázi Hopf-algebra, a
soport úgynevezett (twistelt) duplája, amely egyfel®l realizálódik az orbi-fold modell állapotterén, másfel®l ábrázolásai egy moduláris tenzorkategóriátalkotnak, amely megegyezik az adott twist-
soportú holomorf orbifold mo-dellhez asszo
iált moduláris tenzorkategóriával. Másszóval, a twist-
soport(twistelt) duplája ábrázolásainak ismeretében meghatározhatók a holomorforbifold modell moduláris tulajdonságai. Dönt® egyszer¶sítésre vezet az atény, hogy � a véges 
soportok ábrázolási karaktereinek mintájára � véges
soportok duplájának ábrázolásaihoz is hozzárendelhet®k egyszer¶ numeri-kus invariánsok, a karakterek, melyek a szokásos ábrázolási karakterekhezhasonló tulajdonságokkal bírnak, például ortogonalitási relá
iókat elégítenekki, és amelyek segítségével egyszer¶ alakban fejezhet®k ki a holomorf orbifoldmodell moduláris adatai [4℄.A Hopf-algebrai leírás, bár eredetileg 
sak a korábbról már ismert, ho-lomorf orbifoldokra vonatkozó eredmények matematikailag adekvát leírásáraszolgált, messze túlmutat a fenti 
élkit¶zésen. Segítségével lehet®vé vált olyan



12 FEJEZET 1. BEVEZETÉSkérdések vizsgálata, mint a holomorf orbifoldok magasabb génuszú tulaj-donságai [5, 6℄ vagy a szimmetriasért® határfeltételek [56℄. Megjegyezzük,hogy létezik a konstruk
iónak egy messzemen®, az úgynevezett kétdimenziós
soportok [26℄ (más elnevezéssel keresztezett modulusok) elméletén alapulóáltalánosítása, melynek egy spe
iális részeseteként kapjuk vissza a 
soporto-duplák ábrázoláselméletét (egy másik spe
iális esetben a 
soportok szokásosábrázoláselmélete adódik), de eme új eredmények tárgyalása messze túlmu-tatna jelen értekezés témáján.A fent vázolt fejleményekkel nagyjából egyid®ben vezette be Klemm ésS
hmidt [68℄ a permutá
iós orbifold fogalmát. Alapötletük a következ® volt:tekintsünk egy konform térelmélettel leírható rendszert, és vegyünk bel®letöbb, egymástól független (azaz nem köl
sönható) replikát. Ezen replikákösszessége egy új rendszert alkot, melynek dinamikája továbbra is leírhatóegy kétdimenziós konform térelmélettel, és az egyes alrendszerek megkülön-böztethetetlensége miatt a replikák minden egyes permutá
iója a rendszeregy szimmetriája. Ezért lehet®ség nyílik ezen összetett rendszer alrendszerei-nek tetsz®leges permutá
ióit mértékszimmetriáknak tekinteni, azaz az általukgenerált twist-
soporttal orbifoldizálni: e konstruk
ió eredményét nevezzükpermutá
iós orbifoldnak. Klemm és S
hmidt felismerése az volt, hogy ebbenaz esetben az általánosságokon túlmen® határozott jóslatok fogalmazhatókmeg a permutá
iós orbifold szerkezetére vonatkozóan, felhasználva a partí
iósfüggvények moduláris tulajdonságait. Fontos megemlíteni, hogy ez a konst-ruk
ió túlmutat a holomorf orbifoldok kérdéskörén, mivel az egyes replikákdinamikáját leíró konform térelméletre vonatkozóan semmiféle megszorítástnem szükséges tenni.Klemm és S
hmidt eredeti munkáját az évek folyamán több 
ikk követte[53℄, amelyek a partí
iós függvények moduláris tulajdonságainak kiaknázá-sával igyekeztek feltárni a permutá
iós orbifoldok szerkezetét. Itt érdemesmegemlíteni, hogy még a permutá
iós orbifold fogalmának bevezetése el®ttForgá
s et al. realisztikus húrkompakti�ká
iók vizsgálata során leírták az 1-es



13szint¶ E8 Wess�Zumino-modell egy Z2 permutá
iós orbifoldját [48℄.A dönt® el®relépés a permutá
iós orbifoldok elméletében Borisov, Halpernés S
hweigert nevéhez f¶z®dik, akik 1998-ban megadták a Z2 twist-
soportonalapuló permutá
iós orbifoldok moduláris tulajdonságainak, fúziós szabálya-inak, és királis karaktereinek szerkezetét, és felvázolták eme eredmények ál-talánosítását prím rend¶ 
iklikus twist-
soportokra [25℄. A konkrét ered-ményeken túlmen®en ez a 
ikk megmutatta, hogy a permutá
iós orbifoldokszerkezete lényegében meghatározható az eredeti, az egyes replikák dinami-káját leíró konform térelmélet és a twist-
soport ismeretében. Eme alapvet®munka talán legf®bb hiányossága, hogy bár az eredmények világosan és meg-gy®z®en lettek megfogalmazva, az eredményekhez vezet® gondolatmenetr®lmár nem állítható ugyanez. Egy másik, a fentivel összefügg® hiányossága a
ikknek az, hogy nem ad támpontot arra nézve, hogyan lehet eredményeit ál-talánosítani a prím rend¶ 
iklikus twist-
soportok igen
sak spe
iális esetér®ltetsz®leges, akár nemkommutatív permutá
ió
soportokra. Az elméletnek ezta teljesen általános változatát végül a szerz® dolgozta ki és publikálta több,egymásra épül® közleményben [8, 9, 10, 11, 15℄.Borisov et al. 
ikkét id®ben némileg megel®zve és attól függetlenül szü-letett meg Dijkgraaf et al. munkássága eredményeként az úgynevezett szim-metrikus szorzatok elmélete [37℄, amely a permutá
iós orbifoldok elméleténekegy rendkívül fontos spe
iális esete. Az elmélet alapjául szolgáló elképzelésa következ® módon fogalmazható meg: a kvantumelmélet egyik alapelve, azazonos része
skék megkülönböztethetetlenségének elve szerint azonos típusúelemi objektumok permutá
iós szimmetriája mindig mértékszimmetria. Ho-gyan érvényesíthet® ez az elv abban az esetben, ha az elemi objektumokhúrok, vagyis hogyan kell másodkvantálni a húrelméletet? A nehézség abbanrejlik, hogy szemben a kvantumtérelméletek elemi gerjesztéseivel, amelyekáltalában véges sok bels® szabadsági fokkal rendelkeznek, és amelyek eseténa fenti elv az állapottér szimmetrizálásával (fermionok esetén antiszimmetri-zálásával) érvényesíthet®, a húrok végtelen sok bels® szabadsági fokkal ren-



14 FEJEZET 1. BEVEZETÉSdelkeznek, melyek dinamikáját egy kétdimenziós konform térelmélet írja le.Dijkgraaf et al. válasza a fenti kérdésre az, hogy a másodkvantált húrelmé-letben egy N-húr kon�gurá
iót továbbra is egy konform térelmélet ír le, amitúgy kapunk, hogy az egyetlen húr dinamikáját leíró konform térelméletnektekintjük az SN szimmetrikus 
soport szerinti permutá
iós orbifoldját (hiszena húrok bármely permutá
iója mértékszimmetria). Természetesen, mivel egymásodkvantált elméletben a húrok számát nem rögzíthetjük, ezért a �zikaijellemz®ket az összes N-húr kon�gurá
ió jellemz®inek felösszegzésével hatá-rozhatjuk meg: meglep® módon, a fenti felösszegzés elvégezhet® egy teljesenáltalános kombinatorikai eredmény segítségével.Meg kell említeni, hogy a fentiek alapján a kvantumme
hanikából meg-ismert di
hotómia, vagyis a Bose-Einstein és a Fermi-Dira
 statisztikák lé-tezése, látszólag hiányzik a másodkvantált húrelméletb®l. Dijkgraaf ismertefel [36℄, hogy ez valójában nin
s így: az orbifoldizá
iós eljárás mindig mó-dosítható egy kohomologikus jellemz®, az úgynevezett diszkrét torzió beve-zetésével [83℄, és szimmetrikus szorzatok esetén mindössze egy nemtriviálisdiszkrét torzió létezik (ez a szimmetrikus 
soportok szerkezetéb®l adódik).Természetesnek t¶nik ezt a jelenséget a bozon-fermion di
hotómia húrelmé-leti megfelel®jeként értelmezni.Dióhéjban összefoglalva, a fentiek jelentették a jelent®sebb mérföldköve-ket a permutá
iós orbifoldok fogalmának kialakulásában. A következ® feje-zetben � a mértékszimmetriákkal és orbifold modellekkel kap
solatos néhányáltalános meggondolás után � ismertetjük a permutá
iós orbifold pre
íz de-�ní
ióját, majd a további fejezetekben ezek alapvet® tulajdonságait, illetveaz elmélet fontosabb eredményeit; végül röviden vázoljuk az elmélet néhányalkalmazását.



2. fejezetOrbifoldokMint a bevezet® fejezetben hangsúlyoztuk, a permutá
iós orbifoldok elmé-lete úgy is felfogható, mint a mértékszimmetriák hatásának vizsgálata spe-
iális körülmények között. Mivel a mértékszimmetriákat sokan a Yang-Millselméletekb®l ismert lokális mértékszimmetriákkal azonosítják, ezért el®szörröviden tisztázzuk, hogy mit is értünk e fogalom alatt, majd utána áttérünkaz orbifold modellek vizsgálatára általában. A fejezet legvégén bevezetjük apermutá
iós orbifold fogalmát, amely az értekezés tulajdonképpeni tárgyátalkotja.2.1. MértékszimmetriákA �zika alapvet® feladata a �zikai objektumok id®fejl®désének leírása, vagyisannak megválaszolása, hogy adott kezdeti- és mellékfeltételek mellett a vizs-gált objektum hogyan változtatja állapotát az id® múlásával. Mivel kvantita-tív leírásra törekszünk, ezért az állapotokat numerikus paraméterekkel jelle-mezzük, bevezetve az állapotok terét: ez lehet például az objektum fázisterea klasszikus me
hanikában, vagy az objektum Hilbert-tere a kvantumelmé-letben, de elvileg más leírások is lehetségesek. A rendszer id®fejl®dését egyállapottérbeli folytonos görbe írja le, és a dinamikai elv � legyen az variá
iós15



16 FEJEZET 2. ORBIFOLDOKelv, di�eren
iálegyenlet-rendszer, vagy bármi más � kiválasztja az összes foly-tonos görbe közül azokat, amelyek valódi �zikai id®fejl®désnek felelnek meg1.E leírásban az objektum egy szimmetriája nem más, mint az állapottér egyolyan transzformá
iója, amely a dinamikai elv által megengedett bármelytrajektóriát egy szintén megengedett trajektóriába visz át, azaz fel
serélhet®az id®fejl®déssel.Fontos megjegyezni, hogy az állapottér különböz® pontjai nem szükség-szer¶en felelnek meg különböz® �zikai állapotoknak, vagyis az állapotleírásnem feltétlenül egyértelm¶. Ennek lehetnek mind pragmatikus, mind elviokai: meglehet, hogy a dinamikai elv megfogalmazása különösen egyszer¶egy adott állapottéren, amelynek pontjai nin
senek egy-egyértelm¶ kap
so-latban a �zikai állapotokkal, de az is el®fordulhat, hogy elvi okok miatt nemlehetséges egyértelm¶ állapotleírás. Bárhogy is legyen, kitüntetett szerepetjátszanak azon szimmetriák, amelyek az állapottér bármely pontját ugyan-azon �zikai állapotnak megfelel® pontba transzformálják. Ezen szimmetriá-kat nevezzük mértékszimmetriáknak, és összességük alkotja az elmélet mér-ték
soportját.Jól ismert példát szolgáltat mértékszimmetriákra a klasszikus elektro-dinamika vákuumban. Ekkor ugyan lehetséges az egyértelm¶ állapotleírás,hiszen az elektromos és a mágneses térer®sség egyértelm¶en jellemzi az elek-tromágneses tér állapotát, a dinamikai elvet pedig a Maxwell-egyenletekszolgáltatják, de lehetséges egy alternatív, az elektromágneses poten
iálo-kon alapuló állapotleírás is, amely már nem egyértelm¶, de a dinamikai elvleegyszer¶södik, hiszen az elektromágneses poten
iálok mindegyike egy for-rásmentes hullámegyenletet elégít ki. Ez esetben a mértékszimmetriák nemmások, mint a klasszikus mértéktranszfomá
iók az elektromágneses poten
i-álokon. Egy másik fontos példa az azonos része
skék permutá
iós szimmetri-ája a kvantumelméletben: az azonos része
skék megkülönböztethetetlenségé-1Az így adódó lehet®ségek közül a valódi trajektóriát nyilván a kezdeti- és peremfelté-telek választják ki.



2.2. ORBIFOLDOKRÓL ÁLTALÁBAN 17nek elve azt mondja ki, hogy azonos objektumok fel
serélése egy mértékszim-metria. Ezen elv, illetve a hozzá szorosan kap
solódó Pauli-elv jelent®ségétnem kell külön hangsúlyozni. A Standard Modell megfogalmazásában sze-repet játszó lokális mértékszimmetriák szintén fontos, bár némileg spe
iálispéldát szolgáltatnak a fenti általános fogalomra.Összefoglalva a fentebb kifejtetteket, egy �zikai objektum leírásában há-rom alapvet® adat játszik szerepet: az állapotok numerikus jellemzését szol-gáló állapottér, a �zikai trajektóriákat kiválasztó dinamikai elv, és az állapot-leírás többértelm¶ségét jellemz® mérték
soport. Adott állapottér és dinami-kai elv mellett több különböz® lehet®ség adódik a mérték
soportra, elvileg adinamika szimmetria
soportjának bármely rész
soportja szóba jöhet, és ezenlehet®ségek mindegyike más-más �zikai szituá
iót ír le. Felmer¶l a kérdés:mi a kap
solat az azonos állapotter¶ és dinamikájú, de más-más mérték
so-porttal jellemzett objektumok �zikai jellemz®i között?A fenti kérdés messze nem triviális, és a válasz általában nem ismert.Gyakran 
sak arra van lehet®ség, hogy valamilyen közelít® módszerrel meg-határozzuk adott mérték
soport esetén a vizsgált objektumok egyes �zikaijellemz®it. Ez alól kivételt jelentenek a permutá
iós orbifoldok: mint látnifogjuk, esetükben teljes mértékben nyomon követhet® a mérték
soport befo-lyása a �zikai jellemz®kre. Ennek az az ára, hogy 
sak igen spe
iális típusúobjektumok � kétdimenziós konform térelméletek � permutá
iós mértékszim-metriáit tudjuk tárgyalni.2.2. Orbifoldokról általábanAz orbifold fogalmát az elméleti �zikába Dixon et al. vezette be [44, 45℄ re-alisztikus húrkompakti�ká
iók vizsgálata során. Húrok terjedését vizsgáltákegy olyan térid®n, amelyet a Minkowski-térnek, illetve egy megfelel® tórusz-nak egy véges izometria-
soport szerinti kvó
ienseként lehet el®állítani. Azelképzelés az volt, hogy ez még viszonylag hasonló elméletet eredményez,



18 FEJEZET 2. ORBIFOLDOKmint a sima térid®ben propagáló húroké, amelynek jellemz®it 
soportelmé-leti módszerekkel meg lehet határozni.Korán felismerték, hogy a fenti konstruk
ió messzemen®en általánosít-ható. Húroknak egy adott geometriai háttérben történ® terjedését egy meg-felel® konform térelmélettel írhatjuk le, a térid® izometriái ekkor a konformtérelmélet spe
iális szimmetriáinak felelnek meg. Izometriák egy 
soportjaszerinti kvó
iensen történ® terjedést egy olyan konform térelmélet írja le, ahola megfelel® szimmetriákat mértékszimmetriáknak tekintjük. E megfontolá-sok alapján született meg az orbifoldizá
ió modern fogalma: amennyiben Gegy konform térelmélet szimmetriáinak egy (diszkrét) 
soportja, akkor a Gszerinti orbifoldot úgy kapjuk, hogy a G-beli szimmetriákat mértékszimmet-riáknak tekintjük [39℄.Abból a tényb®l, hogy G - az úgynevezett twist-
soport - elemei mér-tészimmetriák, két fontos következmény adódik. Egyfel®l, mivel a �zikaimennyiségek mértékinvariánsok, illetve a mértéktranszformá
iók azonosítjákaz állapottér különböz® pontjait, ezért az orbifoldizá
ió során végre kell haj-tani egy G-invariáns projek
iót. Ami még fontosabb, hogy a nemtriviálismértékszimmetriák következtében az állapottér kiegészül új szektorokkal: atwist-
soport minden egyes g ∈ G eleméhez tartozik egy Hg úgynevezetttwistelt szektor, és a teljes Hilbert-tér ezek
H =

⊕

g∈G

Hg (2.1)direkt összege. Mi több, a twist-
soport minden egyes h ∈ G eleme (projek-tíven) ábrázolódik a teljes Hilbert-téren, és a g ∈ G-vel twistelt Hg szektorta hgh−1-gyel twistelt Hhgh−1 szektorba viszi át:
hHg ⊂ Hhgh−1 . (2.2)A fenti két alaptulajdonságot modern szóhasználattal úgy fogalmazhatjukmeg, hogy az orbifold modell Hilbert-terén (projektíven) ábrázolódik a twist-
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soport duplája2. A 
soportdupla projektív ábrázolásait a twist-
soport egy3-ko
iklusa jellemzi, hasonlóan ahhoz, ahogy a 
soport projektív ábrázolá-sait egy 2-ko
iklus. E 3-ko
iklust a twist-
soport hatásának konkrét alakjahatározza meg, bár mindmáig ismeretlen e hatás és a 3-ko
iklus közötti össze-függés mikéntje (fontos példa nemtriviális 3-ko
iklussal jellemzett elméletreaz úgynevezett Moonshine-orbifold, amely a Moonshine-elmélet3 orbifoldjaannak teljes automor�zmus-
soportjára vonatkozóan).A Hilbert-tér fent vázolt szerkezete fontos informá
iót nyújt a (tórusz)partí
iós függvényr®l. Eszerint az mindig el®állítható
Z (τ) =

1

|G|

∑

(g,h)∈G{2}

Z (g, h|τ) (2.3)alakban, ahol G{2} jelöli a G elemeib®l képezhet® kommutáló elempárokösszességét, és a Z (g, h|τ) járulék egy olyan funk
ionálintegrállal értelmez-het®, ahol a terek kváziperiódikus határfeltételeknek tesznek eleget: a világ-leped®-koordináta 1-gyel való eltolása során monodrómiájuk g, míg τ -valvaló eltolás során h. Operátor formalizmusban Z (g, h|τ) nem más, mint a hszimmetriatranszformá
iót ábrázoló operátor qL0-val súlyozott nyoma a Hgtwistelt szektorban.A twistelt szektorok létezésének másik fontos következménye az úgyne-vezett twist-terek léte: ezek azon téroperátorok, amelyek valamely twisteltszektor alapállapotát keltik a vákuumból. Mivel a twist-terek nem lokálisak,ezért jelenlétük következtében vágások jelennek meg a korrelá
iós függvé-nyekben. E vágások pontos szerkezete, illetve az általuk létrejöv® többér-2A 
soportduplák fogalmát és elméletük alapjait a C. Függelék tartalmazza.3A Moonshine-elmélet [51, 24℄ egy c = 24 
entrális töltés¶ konform térelmélet, melymindössze egy primér térrel rendelkezik (azaz holomorf), és automor�zmus-
soportja nemmás, mint a legnagyobb szporadikus véges egyszer¶ 
soport, vagyis az M Monster. AMoonshine-elmélet létezése az úgynevezett �Holdvilág� jelenségével kap
solatos, ugyanisegyetlen primér terének királis karaktere � egy additív konstans erejéig � megegyezik aklasszikus moduláris invariánssal, mely komplex függvény az analitikus számelmélet egyikjól ismert szerepl®je [1, 35, 69, 78℄.



20 FEJEZET 2. ORBIFOLDOKték¶ség egyszer¶ modellekben kielemezhet® [43, 62℄, és lehet®séget nyújt akorrelátorok meghatározására, illetve közvetlenül utal a Riemann-felületekfedéseivel való kap
solatra, amely alapvet® szerepet játszik a permutá
iósorbifoldok elméletében.Az orbifold fogalom általános volta miatt a fentieknél részletesebb megál-lapítások nemigen tehet®k: például nem áll rendelkezésre egyszer¶ módszera Z (g, h|τ) járulékok expli
it meghatározására, amely az elmélet egyik alap-vet® kérdése, és amely járulékok meghatározása még egyszer¶ esetekben iskomoly nehézségeket okozhat. Ezzel szemben, mint azt majd látni fogjuka továbbiakban, permutá
iós orbifoldok esetén egyszer¶, zárt alakot kapunkezen járulékokra. Szintúgy nem tárgyalható az általános esetben az orbifoldmodell primér tereinek osztályozása, a fúziós szabályok szerkezete, stb.2.3. Holomorf orbifoldokEgy konform térelméletet holomorfnak nevezünk, ha mindössze egy primértere van a királis szimmetria-algebrára nézve (a vákuum) [39℄. Ez azt jelenti,hogy Hilbert-terén a szimmetria-algebra irredu
ibilisen ábrázolódik, követke-zésképpen az elmélet tórusz partí
iós függvénye a moduláris paraméter vala-mely holomorf függvényének abszolútérték négyzete. Híres példák holomorfelméletekre az 1-es szint¶ E8 Wess�Zumino-modell, illetve a �Holdvilág� je-lenségének magyarázatában alapvet® szerepet játszó Moonshine-elmélet [24,51℄. Megjegyezzük, hogy a holomorf elméletek igen ritkák, amit az a tényis illusztrál, hogy egy holomorf elmélet 
entrális töltése szükségszer¶en a 8egész számú többszöröse.Egy holomorf orbifold nem más, mint egy holomorf elmélet orbifoldja.Dijkgraaf et al. ismerték fel [39℄, hogy egy holomorf orbifold moduláris ada-tait teljes mértékben meghatározza a twist-
soport ismerete, egy véges ha-tározatlanság erejéig. A kés®bbiekben kiderült, hogy ez a kap
solat a twist-
soport duplájának ábrázolásai segítségével írható le [38, 3, 4℄. Valóban, mint



2.4. PERMUTÁCIÓS ORBIFOLDOK 21minden orbifold modell esetén, a twist-
soport duplája ábrázolódik (esetlegprojektíven) az elmélet Hilbert-terén. Adott 3-ko
iklussal jellemzett projek-tív ábrázolások által meghatározott moduláris adatok szolgáltatják a holo-morf orbifold megfelel® adatait. Mivel egy véges 
soportnak 
sak véges sokinekvivalens 3-ko
iklusa van, ezért 
sak véges sok különböz® moduláris adattartozhat egy adott twist-
soporthoz, innen ered a véges határozatlanság.A fenti megfeleltetés ennél valamivel tovább megy, például egy-egyértelm¶kap
solatot állapít meg a holomorf orbifold primér terei és a twist-
soportduplájának irredu
ibilis (projektív) ábrázolásai között. Viszont semmi ér-demlegeset nem tud mondani a holomorf orbifold korrelá
iós vagy partí
iósfüggvényeinek szerkezetér®l. Ez nem meglep®: vegyük észre, hogy a fenti-ekben mindössze azt tételeztük fel, hogy a twist-
soportot rész
soportja egyholomorf elmélet automor�zmus-
soportjának. De ilyen elméletb®l sok kü-lönböz® lehetséges, melyek mind más-más orbifoldokra vezetnek, egészen másjellemz®kkel. Ezek meghatározásához sokkal részletesebb informá
ióra vanszükség, mint a twist-
soport és annak egy 3-ko
iklusa.A fentiek ellenére a holomorf orbifoldok elmélete dönt® szerepet játszotta permutá
iós orbifoldok elméletének kialakulásában: egyfel®l felhívta a �-gyelmet a 
soportduplák és ábrázolásaik jelent®ségére, másfel®l lehet®ségetnyújtott az általános elmélet egyes jóslatainak ellen®rzésére, hiszen egy ho-lomorf elmélet permutá
iós orbifoldja egy holomorf orbifold, így vonatkoznakrá a holomorf orbifoldokra megállapított általános eredmények. Ez utóbbiészrevétel igen hasznosnak bizonyult például a permutá
iós orbifoldok primértereinek osztályozásában (lásd 5.1 alfejezet).2.4. Permutá
iós orbifoldokItt az ideje, hogy megfogalmazzuk, mit is értünk permutá
iós orbifold alatt.Permutá
iós orbifold egy olyan �zikai rendszer, amely eleget tesz az alábbikritériumoknak:



22 FEJEZET 2. ORBIFOLDOK1. A rendszer több, egymástól megkülönböztethetetlen alrendszerb®l áll;2. Az egyes alrendszerek függetlenek, azaz nem befolyásolják egymás id®-fejl®dését (nem hatnak köl
sön);3. Minden egyes alrendszer dinamikáját egyazon kétdimenziós konformtérelmélet írja le;4. Az alrendszerek bizonyos permutá
iói a teljes rendszernek mértékszim-metriái.A fenti de�ní
ióban szerepl®, az egyes alrendszerek dinamikáját leíró konformtérelméletet C-vel, míg a permutá
iós mértékszimmetriák 
soportját, vagyisa twist-
soportot Ω-val jelölve, a permutá
iós orbifold szokásos jelölése4 C ≀Ω.Fontos észrevenni, hogy mivel az egyes alrendszerek megkülönböztethe-tetlenek és dinamikájukat egy kétdimenziós konform térelmélet írja le, a per-mutá
iós orbifold dinamikáját szintén egy konform térelmélet fogja leírni.Azaz a permutá
iós orbifold konstruk
ió egy olyan eljárás, amely tetsz®le-ges Ω permutá
ió
soport esetén egy konzisztens konform térelméletb®l egyúj, szintén konzisztens térelméletre vezet: ez az észrevétel nem más, minta 6. fejezetben tárgyalandó orbifold-kovarian
ia elve. Hogy a permutá
iósorbifold dinamikáját szintén egy konform térelmélet írja le abból az egyszer¶észrevételb®l fakad, hogy a C elmélet minden szimmetriája (beleértve a kon-form transzformá
iókat is) egyben szimmetriája a permutá
iós orbifoldnakis, hiszen az egyes alrendszerek szimmetria
soportjai direkt szorzatának dia-gonális rész
soportja kommutál az alrendszerek tetsz®leges permutá
iójával,így e diagonális rész
soport a permutá
iós orbifold szimmetria
soportjának isrész
soportja. Ez a tartalmazás általában valódi, azaz a permutá
iós orbifoldszimmetriái általában kiterjedtebbek, mint az egyes alrendszereket leíró kon-form elméleté: például Cappelli és d'Appollonio megmutatta [27℄, hogy az4Ezen jelölés értelmét a 3.1 alfejezetben tárgyalandó tranzitivitási tulajdonság indo-kolja.



2.4. PERMUTÁCIÓS ORBIFOLDOK 23Ising-modell (melynek szimmetria-algebrája a Virasoro-algebra) harmadfokútranzitív permutá
iós orbifoldjai szuperkonform szimmetriával rendelkeznek.Vegyük észre, hogy a fent de�niált permutá
iós orbifold fogalom két ex-trém esetet is tartalmaz: az egyik esetben az Ω mérték
soport az alrendszerekösszes permutá
ióinak teljes szimmetrikus 
soportja, ezek az ún. szimmetri-kus szorzatok [37, 16℄; a másik esetben Ω triviális, vagyis 
sak az identikuspermutá
iót tartalmazza. Ez utóbbi esetben az elmélet szerkezete világos:mivel az egyes alrendszerek függetlenek, ezért a teljes rendszer dinamikájaegyszer¶en meghatározható az alrendszerek dinamikájából, például a (Vira-soro) 
entrális töltések összeadódnak, a korrelá
iós függvények pedig össze-szorzódnak.A permutá
iós orbifoldok leírásának alapja az elmélet geometriai hátteré-nek, a fed®terek elméletével való kap
solatnak a felismerése [8, 10℄. Rövidenösszefoglalva, ez a következ®t mondja: egy konform térelmélet minden egyesjellemz®je egy geometriai objektumhoz kap
solható, például egy partí
iósfüggvény értéke egy konform struktúrához, vagy egy fúziós szabály egy há-romdimenziós 
somóhoz, stb. Amennyiben egy M geometriai objektumhozrendelt jellemz® értékét akarjuk kiszámolni a C ≀ Ω permutá
iós orbifoldban,akkor az els® lépésben meg kell határozni az M objektum összes olyan fe-dését, amelyek monodrómia-
soportja része Ω-nak. Minden egyes fedésheztartozik egy �zikai jellemz®, amelynek adott értéke van a C konform elmélet-ben, és ezeknek az értékeknek a megfelel®en súlyozott összege adja meg az
M-hez rendelt jellemz® értéket a permutá
iós orbifoldban.A fent vázolt általános számítási eljárás, bár elvileg választ ad mindenértelmes kérdésre, nem könnyen átlátható, éppen teljes általánossága folyo-mányaként. Kés®bbi fejezetekben konkrét �zikai jellemz®k meghatározásánfogjuk illusztrálni az általános elv m¶ködését. Az viszont könnyen belát-ható, hogy triviális Ω mérték
soport esetén a fenti általános eljárás a jólismert eredményt adja, vagyis a korrelá
iós függvények és fúziós szabályokfaktorizálódnak, a 
entrális töltések összeadódnak, stb. Le kell azt is szögez-



24 FEJEZET 2. ORBIFOLDOKnünk, hogy az elv alakalmazása spe
i�kus kérdésekre egyáltalán nem triviális:gyakran már az egyes jellemz®khöz rendelt geometriai objektumok megha-tározása sem egyszer¶ feladat, nem beszélve az összes fedések meghatározá-sáról, illetve az ezekhez rendelt jellemz®k kiszámításáról. Ennek ellenére afenti geometriai kép az elmélet egyik f® eredménye, hiszen elvi lehet®ségetbiztosít az összes releváns kérdés megválaszolására véges sok lépésben.A geometriai kép a következ®képpen szemléltethet® a korrelá
iós (bele-értve a 0-pont, azaz partí
iós) függvények esetében: amennyiben az Ω twist-
soport triviális, akkor az egyes alrendszerek egymástól teljesen függetlenülpropagálnak a kétdimenziós térid®ben, és semmilyen módon nem befolyásol-ják egymást. Ezt úgy is elképzelhetjük, hogy különböz® világleped®kön pro-pagálnak, amelyek között nin
s semmilyen kap
solat. Természetesen 
sak egy�zikai térid® létezik, ezért a fenti megjegyzést úgy kell érteni, hogy bevezetjüka �zikai térid®nek egy soklevel¶ fedését5, ahol minden egyes alrendszernekegy külön levél felel meg, és ezen a �ktív térid®n vizsgáljuk az elméletet(lásd 2.1 ábra). Mivel az Ω mérték
soport triviális, ezért a fedés is triviálislesz, vagyis a �zikai térid® azonos kópiáiból áll, és ennek következtében akorrelá
iós függvények faktorizálódnak.Amennyiben az Ω twist-
soport nem triviális, a fenti kép annyiban mó-dosul, hogy nemtriviális fedéseket is meg kell engedni. Valóban, mint azt ko-rábban megbeszéltük, a twist-
soport minden eleméhez tartozik egy twisteltszektor a Hilbert-térben, és egy twist-tér, amely a megfelel® twistelt szektortkelti a vákuumból. Mint korábban utaltunk rá, e twist-terek hatására vágá-sok jelennek meg a korrelá
iós függvényekben, amely vágások mentén kap-
solódnak egymáshoz a világleped® fedésének levelei, a twist-teret jellemz®
soportelemnek megfelel® lokális monodrómiával. Minden egyes megenge-dett fedés egy nemtriviális járulékot szolgáltat, és a f® feladat eme járulékokexpli
it meghatározása.5A fed®felületek fogalma és alapvet® tulajdonságaik a B. Függelékben vannak össze-foglalva.
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2.1. ábra. Az ábra a világleped®, vagyis a permutá
iós orbifold térid® sokasá-gának szerkezetét igyekszik illusztrálni. Minden egyes alrendszernek megfelela világleped® egy levele, amelyen az adott alrendszer propagál, természetesena �zikai térid® a fedés bázisa. Ha a twist-
soport triviális, akkor a fedés isaz, vagyis nin
s kap
solat az egyes levelek között, és a korrelá
iós függvé-nyek faktorizálódnak. Amennyiben a twist-
soport nem triviális, akkor azösszes olyan fedést �gyelembe kell venni, amelyek monodrómia-
soportja ré-sze a twist-
soportnak, és ezek járulékait fel kell összegezni. Amennyibentwist-terek korrelátorait vizsgáljuk, akkor elágazó fedéseket is �gyelembe kellvenni, ahol az elágazási pontok körüli monodrómiát a twist-terek határozzákmeg.



26 FEJEZET 2. ORBIFOLDOK2.5. Szimmetrikus szorzatokA permutá
iós orbifoldok elméletének egyik fontos alkalmazása az ún. szim-metrikus szorzatok elmélete, amely fontos szerepet játszik a másodkvantálthúrok vizsgálatában [37, 36, 16, ?, 70, 71℄. Ez annak a spe
iális esetnek felelmeg, amikor a permutá
iós orbifold de�ní
iójában szerepl® Ω mérték
soporttartalmazza az alrendszerek összes permutá
ióját, azaz a megfelel® fokszámú
Sn szimmetrikus 
soporttal egyenl®. A maximális mértékszimmetria folyo-mánya, hogy a szimmetrikus szorzatok szerkezete teljes általánosságban tár-gyalható.A szimmetrikus szorzatok elméletét Dijkgraaf et al. [37℄ vizsgálta els®-nek, a másodkvantált húrok leírásával kap
solatban. Arra a fontos felisme-résre jutottak, hogy a szimmetrikus szorzatokat nem egyenként, külön-különminden egyes n-re, hanem egyszerre érdemes tárgyalni, megfelel® generá-torfüggvények bevezetésével. Lényegében a szimmetrikus szorzatok Hilbert-terének szerkezetét vizsgálták, és ez alapján meghatározták a szimmetrikusszorzatok úgynevezett elliptikus génuszainak (ezek a partí
iós függvény szu-perszimmetrikus változatai) generátorfüggvényét, amelyben megjelentek azanalitikus számelméletb®l jól ismert He
ke-operátorok 6.Hogy a fenti elképzelés eredményre vezet, vagyis a szimmetrikus szorzatok�zikai jellemz®inek generátorfüggvényeire zárt kifejezések adódnak, egy álta-lános kombinatorikai eredmény, az exponen
iális azonosság7 következménye[16℄. Az exponen
iális azonosság segítségével nem
sak a szimmetrikus szor-zatok partí
iós függvényeinek, illetve elliptikus génuszainak generátorfügg-vényei állíthatók el® zárt alakban, hanem az összes releváns �zikai jellemz®.S®t, az egyes szimmetrikus szorzatok jellemz®ire is viszonylag egyszer¶, zárt6A He
ke-operátorokmoduláris formákon ható, egymással kommutáló önadjungált ope-rátorok [1, 35, 69, 78℄. Legfontosabb tulajdonságuk, hogy egy moduláris formához asszo-
iált Diri
hlet-sor akkor és 
sak akkor rendelkezik Euler-szorzat el®állítással, ha közössajátfüggvénye az összes He
ke-operátornak.7Az exponen
iális azonosságot és a szimmetrikus szorzatok elméletében betöltött sze-repét a A.3 Függelékben ismertetjük.



2.5. SZIMMETRIKUS SZORZATOK 27kifejezések adódnak, megmagyarázva többek között a He
ke-operátorok meg-jelenését a szimmetrikus szorzatok elméletében.A szimmetrikus szorzatok viszonylagos népszer¶sége az elméletnek a húr-elmélet másodkvantálásában betöltött szerepével magyarázható. Mint arraDijkgraaf et al. rámutatott [37℄, az azonos objektumok megkülönböztethe-tetlenségének kvantumelméleti alapelve miatt egy N húrból álló kon�gurá
iódinamikáját a C≀SN szimmetrikus szorzat írja le, ha egyetlen húr dinamikájáta C elmélet jellemzi. Dijkgraaf ismerte fel [36℄, hogy a fenti választás mel-lett még pontosan egy alternatíva létezik, diszkrét torziót vezetve be: ennekfontos ismérve, hogy � legalábbis az alkalmazásokban legfontosabb tóruszpartí
iós függvények esetén � a diszkrét torziós együtthatók zárt, univerzá-lis alakban megadhatók, lehet®vé téve a generátorfüggvények felösszegzésétebben az esetben is, bár az eredmények bonyolultabb alakot öltenek, minta torziómentes esetben [16℄. Diszkrét torzió esetén is megjelennek a He
ke-operátorok analogonjai a kifejezésekben, bár mind alakjuk, mind algebrájukbonyolultabb, mint a klasszikus esetben.



28 FEJEZET 2. ORBIFOLDOK



3. fejezetAlaptulajdonságokMint azt a bevezet® fejezetben hangsúlyoztuk, a permutá
iós orbifoldok elmé-letének legjelent®sebb érdeme, hogy az elmélet expli
ite megoldható, vagyisaz orbifold modellt jellemz® bármely mennyiség elvileg meghatározható atwist-
soport, vagyis a permutá
iós mértékszimmetriák Ω 
soportja, és azorbifoldizá
ió el®tti elmélet ismeretében. Erre a konstruk
ió geometriai in-terpretá
iója, a fed®terek elméletével való kap
solat szolgáltat lehet®séget.Ezen túlmen®en még két olyan alapvet® tulajdonsággal rendelkeznek a per-mutá
iós orbifoldok, amelyek dönt® szerepet játszanak az elmélet különfélealkalmazásaiban: ezek a tranzitivitás és az univerzalitás. Jelen fejezet 
éljaeme alaptulajdonságok ismertetése.3.1. A tranzitivitásA tranzitivitás a permutá
iós mértékszimmetriáknak egy olyan alaptulajdon-sága, amely messze túlmutat a permutá
iós orbifoldok elméletén. Rövidenúgy fogalmazható meg, hogy egy konform térelmélet permutá
iós orbifoldjá-nak egy permutá
iós orbifoldja maga is az eredeti elméletnek egy � megfelel®twist-
soporttal képzett � permutá
iós orbifoldja: másszóval a konstruk
ióiterálása nem vezet ki az eredeti elmélet permutá
iós orbifoldjainak köréb®l.29
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C C · · · C

}

Ω2

C C · · · C... ... . . . ...
C C · · · C

︸ ︷︷ ︸

Ω13.1. ábra. Az ábrán látható dobozok az egyes alrendszereket jelölik, me-lyek dinamikáját a C elmélet írja le. Az alrendszerek egy téglalap alakúelrendezést alkotnak, melynek oszlopait Ω1, míg sorait Ω2 permutálja. Min-den egyes sorban külön-külön orbifoldizálva Ω1 twist-
soporttal, az egyessorok dinamikáját a C ≀ Ω1 elmélet írja le. A sorokat orbifoldizálva Ω2 twist-
soporttal a (C ≀ Ω1) ≀ Ω2 elmélet adódik, amely a tranzitivitás miatt meg-egyezik C ≀ (Ω1 ≀ Ω2)-vel, amint az egyszer¶en belátható a koszorú-szorzathatásának ismeretében.Magától értet®dik, hogy a tranzitivitás tulajdonsága a fent kifejtett kvalitatívelképzelés kvantitatív, a konkrét számolásokban felhasználható � és gyakranfel is használandó � megfogalmazását adja.Emlékezzünk vissza a permutá
iós orbifold de�ní
iójára az 2. fejezetb®l:egy olyan objektumot tekintünk, amely több független és egymástól megkü-lönböztethetetlen alrendszerb®l áll, és ahol minden egyes alrendszer dinami-káját egy kétdimenziós konform térelmélet írja le: jelöljük ezt C-vel. Ezekután rendezzük el az egyes alrendszereket az 3.1 ábrán látható módon egynégyzetes alakzatba, és jelöljük az elrendezés sorainak összességét X-szel,míg oszlopainak összességét Y -nal. Nyilván mind az X, mind az Y mindenegyes eleme alrendszerek egy részhalmaza lesz, és maguk az egyes alrendsze-



3.1. A TRANZITIVITÁS 31rek megfelelnek az X×Y Des
artes-szorzat elemeinek. A következ® lépésbentekintjük a sorok X halmazának egy Ω2 < SX , és az oszlopok Y halmazá-nak egy Ω1 < SY permutá
ió
soportját. Megtehetjük, hogy minden egyessorban orbifoldizálunk az Ω1 twist-
soporttal: így egy olyan rendszerre ju-tunk, mely az egyes soroknak megfelel®, a C ≀ Ω1 permutá
iós orbifold általleírt dinamikájú alrendszerekb®l áll. Ezen alrendszerek továbbra is függet-lenek és megkülönböztethetetlenek, következésképpen orbifoldizálhatunk az
Ω2 twist-
soporttal: az eredmény egy olyan rendszer, melyet a (C ≀ Ω1) ≀ Ω2permutá
iós orbifold ír le.A dönt® észrevétel, hogy a fenti eredményt megkaphatjuk egyetlen orbi-foldizá
ió révén is! Valóban, gondoljuk meg, hogy els® lépésben mértékszim-metriának tekintettük az oszlopok összes, Ω1-be tartozó permutá
ióját, dekülönböz® sorok esetén más-más permutá
iót választhattunk, vagyis tetsz®-leges φ : X → Ω1 leképezésekkel jellemezhettük a mértékszimmetriákat. Amásodik lépésben megengedtük a sorok tetsz®leges Ω2-beli elemmel való per-mutálását, de ez már nem befolyásolhatta az egyes sorokon belüli sorrendet.A koszorú-szorzatok de�ní
iójával összevetve (lásd A.1 Függelék) könnyenátlátható, hogy ez esetben a mérték
soport az Ω1 ≀Ω2 koszorú-szorzat, vagyisaz orbifoldizá
ió eredménye C ≀ (Ω1 ≀ Ω2). A fenti gonodolatmenet alapján vi-lágos, hogy ez ugyanaz az elmélet, mint a két lép
s®ben történt orbifoldizá
ióeredménye, azaz1

(C ≀ Ω1) ≀ Ω2 = C ≀ (Ω1 ≀ Ω2) . (3.1)Ez a permutá
iós orbifoldok alapvet® jelent®ség¶ tranzitivitási tulajdonsága[8℄. Vegyük észre, hogy a tranzitivitás indoklása során sehol sem kellett hivat-kozni az alrendszerek dinamikájának spe
iális � konform invariáns � voltára.Ez annak a megnyilvánulása, hogy a tranzitivitási tulajdonság elméleteknek1Megjegyezzük, hogy a koszorú-szorzat jelölés permutá
iós orbifoldokra történ® alkal-mazásának pont az a f® indoka, hogy ekkor lesz a tranzitivitás formális megfogalmazása alegegyszer¶bb.



32 FEJEZET 3. ALAPTULAJDONSÁGOKegy, a permutá
iós orbifoldokénál sokkal tágabb osztályán belül érvényes:teljesülésének feltétele az, hogy a rendszert alkotó egyes alrendszerek meg-különböztethetetlenek egymástól � ellenkez® esetben nem is beszélhetnénkpermutá
iós mértékszimmetriákról �, és ezen felül még függetlenek is (külön-ben az orbifoldizá
ió során olyan új köl
sönhatások generálódnának, amelyekelméleti leírása nem ismert).Egy másik fontos észrevétel a tranzitivitással kap
solatban, hogy bár lát-szólag magától értet®d® a teljesülése permutá
iós orbifoldokban, valójábanegy er®s konziszten
ia-feltétel, amely jelent®s mértékben megszorítja ezenelméletek bels® szerkezetét, különösen akkor, ha együtt alkalmazzuk a rövi-desen tárgyalandó univerzalitási tulajdonsággal. A tranzitivitás megszorítójellegének illusztrálására példaként hozható fel a permutá
iós orbifold pri-mér tereinek számát megadó kifejezés (az ezzel kap
solatos kérdésekre mégvisszatérünk a 5.1 alfejezetben): amennyiben a C elméletnek s darab primértere van (ez a királis szimmetria-algebra irredu
ibilis ábrázolásainak száma),akkor a C ≀ Ω permutá
iós orbifold primér tereinek számát a
PΩ (s) =

1

|Ω|

∑

(x,y,z)∈Ω{3}

s|O(x,y,z)| (3.2)kifejezés adja meg, amely az s-nek egy, az Ω twist-
soporttól függ® polinomja.A fenti képletben Ω{3} az Ω elemeib®l képezhet® kommutáló elem-hármasokösszességét, míg O (x, y, z) az (x, y, z) kommutáló elem-hármas által generáltpermutá
ió
soport pályáinak halmazát jelöli (és mint az általában szokásos,
|X| jelöli az X halmaz számosságát).A tranzitivitási tulajdonság alapján a (C ≀ Ω1) ≀ Ω2 permutá
iós orbifoldmegegyezik a C ≀ (Ω1 ≀ Ω2) permutá
iós orbifolddal, következésképpen ugyan-annyi primér terük van. De a fentiek alapján az els® esetben a primér terekszáma

PΩ2 (PΩ1 (s)) ,hiszen C ≀ Ω1-nek PΩ1 (s) primér tere van, míg a második esetben a primér
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PΩ1≀Ω2 (s) ,és e két mennyiségnek meg kell egyeznie tetsz®leges Ω1 és Ω2 permutá
ió
so-portokra és az s változó tetsz®leges (pozitív egész) értékeire. Következéskép-pen teljesülnie kell az alábbi nem-triviális függvényegyenletnek:

PΩ1≀Ω2 = PΩ2 ◦ PΩ1 , (3.3)ahol PΩ jelöli a (3.2) kifejezessel de�niált polinomot, és ◦ a függvények kom-pozí
ióját2. A koszorú-szorzatok, illetve az orbifold-transzformá
ió elméleté-nek segítségével belátható, hogy a (3.3) összefüggés valóban teljesül tetsz®-leges Ω1 és Ω2 permutá
ió
soportokra (lásd A Függelék).
3.2. Az univerzalitásLegyen A egy konform térelméletekre értelmezett jellemz® mennyiség, pél-dául a (Virasoro) 
entrális töltés vagy a tórusz partí
iós függvény, de nem
sak numerikus jellemz®kre lehet gondolni, lehet példáulA az elmélet Hilbert-tere, vagy az elmélethez asszo
iált moduláris ábrázolás, stb. Az A jellemz®minden egyes C konform térelméletben felvesz egy A (C) értéket. Amennyi-ben Ω egy tetsz®leges permutá
ió
soport, akkor vizsgálhatjuk az A jellemz®értékét a C ≀Ω permutá
iós orbifoldban, amit A (C ≀ Ω) jelöl. A C ≀Ω permutá-
iós orbifold minden jellemz®je kifejezhet® az orbifoldizá
ió el®tti C elméletjellemz®inek segítségével, többek között A (C ≀ Ω) is. Az univerzalitás e ki-fejezéseknek egy alapvet® tulajdonságát írja le: az Ω twist-
soporttól és a Celmélett®l való függés szét
satolódik. A pre
íz megfogalmazás szerint, az A2Mivel egy véges fokszámú polinomnak 
sak véges sok gyöke van az algebra alaptételeszerint, ezért ha két polinom azonos érték¶ minden pozitív egésznél, akkor szükségszer¶enmegegyeznek egymással.
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iós orbifoldban felvett értéke az alábbi alakot ölti:
A (C ≀ Ω) = AΩ [A1 (C) , A2 (C) . . .] , (3.4)ahol A1, A2, . . . konform elméletekre jellemz® mennyiségek, Ai (C) az Ai jel-lemz® értéke a C elméletben, míg AΩ egy, az Ω twist-
soporttól és a konkrét

A jellemz®t®l függ®, de a C elmélett®l teljesen független funk
ionális kap-
solatot jelöl. Az Ai jellemz®k összességét nevezzük az A multipletjének, ezkizárólag az A-tól függ. Az univerzalitás lényege, hogy a twist-
soporttólvaló függés kizárólag az AΩ funk
ionális relá
ió alakjában jelenik meg, és ezadott A és Ω esetén expli
ite meghatározható, míg az orbifoldizá
ió el®tti Celmélet 
sak az Ai (C) értékeken keresztül befolyásolja a permutá
iós orbifoldjellemz®it.A tranzitivitás teljesen általános volta követeli meg a fenti bonyolult meg-fogalmazást, de a lényeg könnyen illusztrálható néhány egyszer¶ példán. Te-kintsük elöször a c 
entrális töltést: egy permutá
iós orbifold 
entrális töltéseegyenl® az orbifoldizá
ió el®tti elmélet 
entrális töltésének és a twist-
soportfokának a szorzatával
c (C ≀ Ω) = c (C) deg Ω . (3.5)Ebben az esetben az univerzalitás megfogalmazásában fellép® kifejezések kü-lönösen egyszer¶ alakot öltenek: a 
entrális töltés önmaga multipletje, és afunk
ionális relá
ió nem más, mint az Ω fokával való szorzás.Kevésbé triviális a tórusz partí
iós függvény esete. Ekkor, mint azt majdlátni fogjuk a 4. fejezetben, a C ≀ Ω permutá
iós orbifold ZΩ tórusz partí
iósfüggvénye [8℄

ZΩ (τ) =
1

|Ω|

∑

(x,y)∈Ω{2}

∏

ξ∈O(x,y)

Z (τξ) ,ahol Z (τ) a C elmélet tórusz partí
iós függvénye, Ω{2} a kommutáló Ω-belielempárok halmaza, O (x, y) az (x, y) elempár által generált permutá
ió
so-
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τξ =

µξτ + κξ
λξ

, (3.6)és λξ, µξ, κξ a ξ pálya bizonyos numerikus jellemz®i (lásd A.2 Függelék). Afenti képletb®l kit¶nik, hogy a tórusz partí
iós függvény is önmaga multi-pletje, viszont ez esetben a ZΩ funk
ionális relá
ió már messze nem trivi-ális, és a Z ⊕ Z 
soport orbifold-transzformá
iójával áll kap
solatban (lásdA.2 Függelék). Ez egyben arra is magyarázat, hogy miért nem tekinthet®egyszer¶en leképezésnek a funk
ionális relá
ió, hiszen a fenti képletben a Zpartí
iós függvényt transzformált τξ argumentumoknál kell kiértékelni.Bár az eddigi két példában a vizsgált mennyiségek önmaguk multipletjétalkották, ez egyáltalán nem jellemz® általában. Például, az egynél magasabbgénuszú, irányítható kompakt felületek partí
iós függvényei együttesen al-kotnak egy multipletet, nem külön-külön. Hasonlóképpen, a Klein-amplitúdómultipletje tartalmazza - magán a Klein-amplitúdón kívül - a tórusz partí
iósfüggvényt.Az utóbbi példa arra is rávilágít, hogy abból a tényb®l, hogy A szerepel
B multipletjében, jelöljük ezt a relá
iót A ≺ B-vel a továbbiakban, még nemkövetkezik, hogy B is szerepel A multipletjében, vagyis nem teljesül auto-matikusan B ≺ A. Ennek ellenére az azonos multipletbe tartozás szoroskap
solatot jelez két �zikai jellemz® között: valóban, a tranzitivitási tulaj-donság felhasználásával megmutatható, hogy a ≺ relá
ió tranzitív, vagyis
A ≺ B és B ≺ C esetén A ≺ C is igaz, más szóval ha B eleme C multiplet-jének, akkor B multipletjének minden egyes tagja is eleme C multipletjének.Továbbá az is igaz, hogy ≺ re�exív, azaz minden jellemz® benne van a sajátmultipletjében.Az alkalmazások szempontjából meghatározó jelent®ség¶ a permutá
iósorbifoldok univerzalitási tulajdonsága: általa válik lehet®vé, hogy általánosjelleg¶ megállapításokat tegyünk a permutá
iós orbifoldok szerkezetére vo-



36 FEJEZET 3. ALAPTULAJDONSÁGOKnatkozóan, hiszen az univerzalitás biztosítja, hogy az orbifoldizá
ió el®tti el-mélet 
sak jól ellen®rzött körülmények között befolyásolja a modell tulajdon-ságait. Elvileg minden egyes A mennyiségnek meghatározható a multipletje,illetve az AΩ funk
ionális relá
iók konkrét alakja minden Ω permutá
ió
so-port esetén, vagyis �x Ω és változó C esetén is leírható a C ≀Ω szerkezete. Ez atény dönt® jelent®séggel bír az orbifold-kovarian
ia elvének alkalmazásaiban.Az univerzalitás a korábban ismertetett geometriai kép következménye.Tekintsünk ugyanis egy A mennyiséget, és vizsgáljuk meg az A által felvettértéket egy permutá
iós orbifoldban. Az általános geometriai kép szerint az
A-hoz hozzárendelhet® egy geometriai objektum, és ennek fedései határozzákmeg az A (C ≀ Ω) egyes járulékait. Az összes olyan fedésre kell összegezni� megfelel® súlyozással �, melyek monodrómia-
soportja része az Ω twist-
soportnak. Az alapvet® észrevétel, hogy az Ω twist-
soport 
sak itt lép bea képbe: se az egyes fedések, se a hozzájuk tartozó járulékok nem függnek
Ω-tól. Másszóval a twist-
soport szerepe pusztán annyi, hogy megszorítjaazon fedések halmazát, melyre összegezni kell: ezért Ω-tól 
sak a funk
ionálisrelá
ió alakja függhet. Másfel®l a C elmélett®l való függés 
sak ott jelentkezik,amikor az egyes fedéseknek megfelel® �zikai jellemz®ket értékeljük ki, ezért a
C-t®l és Ω-tól való függés valóban a (3.4) képlet által leírt módon 
satolódikszét.



4. fejezet
A partí
iós függvények szerkezete
A szimmetria-algebra mellett egy kétdimenziós konform térelmélet talán leg-fontosabb jellemz®je az elmélet (tórusz) partí
iós függvénye, amely megha-tározza az elmélet spektrumát, vagyis az elméletben el®forduló operátorokskála-dimenzióit. A tórusz partí
iós függvény valójában 
sak els® tagja álta-lánosított partí
iós függvények egy végtelen sorozatának. A jelen fejezetbenel®ször áttekintünk néhány, a partí
iós függvényekre vonatkozó fontos is-meretet, majd tárgyaljuk a permutá
iós orbifoldok partí
iós függvényeinekszerkezetét, illusztrálva a korábbi fejezetekben ismertetett általános elvekm¶ködését.
4.1. Partí
iós függvények a konform térelmé-letbenEgy konform térelmélet Hilbert-terén ábrázolódik a konform 
soport, minta szimmetria
soport rész
soportja. Két dimenzióban a konform 
soport Lie-algebrája végtelen dimenziós, ezt nevezzük Virasoro-algebrának : ezt olyan37



38 FEJEZET 4. PARTÍCIÓS FÜGGVÉNYEKegész számokkal indexelt Ln operátorok feszítik ki, melyek 
sererelá
iója
[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +

c

12

(
n3 − n

)
δn,−m (4.1)alakú, ahol a c jelöli a 
entrális töltést, amely az összes Ln-nel kommutál1.Valójában a Virasoro-algebrának két, egymással kommutáló kópiája ábrázo-lódik a Hilbert-téren, a holomorf és anti-holomorf szabadsági fokok szét
sa-tolódása miatt (ami végs® soron a heterotikus elméletek létezésének oka), demint az szokásos, általában 
sak a holomorf részt fogjuk �gyelembe venni.A 
entrális töltés egy irredu
ibilis ábrázolásban � a S
hur-lemma miatt �egy számmal való szorzás, és a szokásos szuperszelek
iós szabály szerint 
sakazonos 
entrális töltés¶ ábrázolások fordulhatnak el® egy adott elméletben,mitöbb, a holomorf és anti-holomorf rész 
entrális töltésének meg kell egyez-nie, vagyis c értéke az elmélet egyik fontos globális jellemz®je.A konform térelméletben szokásos radiális kvantálásban az id®fejleszt®operátor egy nyújtás, melynek generátora a Virasoro-algebra két (holomorfés anti-holomorf) kópiájának nullamódusa segítségével fejezhet® ki, ennekmegfelel®en a partí
iós függvényt a

Z (q, q) = (qq)−
c
24 Tr (qL0qL0

) (4.2)kifejezéssel értelmezzük, ahol q és q formális változók. Látható, hogy e de�ní-
ió szerint a partí
iós függvény az L0 és L0 Virasoro-generátorok spektrumátjellemzi.Cardy mutatott rá [?℄, hogy a partí
iós függvénynek a fenti, Hamilton-formalizmuson alapuló interpretá
ióján túlmen®en létezik egy Lagrange-for-malizmusra támaszkodó interpretá
iója is, mint egy vákuum-vákuum ampli-túdó tórusz geometriában. Ebben a megközelítésben a q értékét a kétdi-menziós tórusz metrikája, pontosabban annak konform ekvivalen
ia-osztálya1Ez valójában a konform 
soport Lie-algebrájának egy 
entrális b®vítése, hogy �gye-lembe vehessük a projektív ábrázolások lehet®ségét.



4.1. PARTÍCIÓS FÜGGVÉNYEK A KONFORM TÉRELMÉLETBEN 39határozza meg, melyet egy τ ∈ H számmal, a moduláris paraméterrel jelle-mezhetünk (lásd B Függelék), és a kap
solatot q és τ között
q = exp (2πiτ) , q = exp (−2πiτ ) (4.3)adja meg. Ebben az értelemben a partí
iós függvény a τ moduláris paraméterfüggvényének tekinthet®.Mint ismeretes, a τ moduláris paraméter nem az 1 génuszú M1 modulusteret, hanem a T1 Tei
hmüller-teret koordinátázza. Ez azt jelenti, hogy egy

τ 7→
aτ + b

cτ + d
(4.4)moduláris transzformá
ióval � ahol ( a b

c d

)

∈ SL2(Z) � egymásba átvihet®moduláris paraméterek konform ekvivalens metrikákat írnak le. Mivel kon-form invariáns térelméletben a �zikai mennyiségek 
sak a metrika konformekvivalen
ia-osztályától függhetnek, adódik a modulárinvarian
ia követelmé-nye: a Z (τ) partí
iós függvény invariáns a (4.4) alakú moduláris transzfor-má
iókra [?℄.Megjegyezzük, hogy bár a modulárinvarian
ia követelménye a fenti gondo-latmenet alapján triviálisnak t¶nik, viszont az eredeti (4.2) de�ní
ió alapjánegyáltalán nem nyilvánvaló: valójában egy nagyon er®s megszorítást jelent akonzisztens konform térelméletek spektrumára vonatkozóan.A geometriai interpretá
ió miatt szokás Z(τ)-t tórusz partí
iós függvény-nek is nevezni2. Ez egyben megnyitja az utat az általánosított partí
iós függ-vények értelmezéséhez, hiszen a vákuum-vákuum amplitúdó bármely háttér-metrikában értelmezhet®. Mivel az amplitúdó 
sak a metrika konform ekvi-valen
ia-osztályától függhet, ezért � irányítható felületekre korlátozva �gyel-münket � a g génusz minden egyes értékére egy függvényt kapunk a megfelel®2A partí
iós függvényt az irodalomban gyakran Z (τ, τ)-val jelölik, ahol a τ -tól valóexpli
it függés kihangsúlyozása azt kívánja jelezni, hogy a partí
iós függvény nem holomorfmódon függ τ -tól.



40 FEJEZET 4. PARTÍCIÓS FÜGGVÉNYEK
Mg modulus téren, ezt nevezzük g génuszú partí
iós függvénynek. A fenti-ekb®l nyilvánvaló, hogy Z(τ) pont az 1 génuszú partí
iós függvény, míg a0 génuszú partí
iós függvény egy szám (melynek értékét egyértelm¶en meg-határozzák a degenerált metrikák esetén érvényes aszimptotikus viselkedéstleíró úgynevezett faktorizá
iós összefüggések). g > 1 esetben a g génuszú par-tí
iós függvényt 
élszer¶ a megfelel® Tg Tei
hmüller-téren értelmezett függ-vénynek tekinteni, amely invariáns a leképezési osztályok hatására nézve3.A magasabb génuszú partí
iós függvények fontos szerepet játsznak például ahúrelméletben, ahol a magasabb rend¶ kvantumkorrek
iókat írják le, de nagyhátrányuk, hogy a g = 1 esettel szemben mindmáig nem létezik (4.2)-hez ha-sonló operátoros interpretá
iójuk, ami lehet®vé tenné egyszer¶ számolásukat.A magasabb génuszú partí
iós függvények külön-külön való kezelése he-lyett 
élszer¶ bevezetni az általánosított partí
iós függvény fogalmát: ezaz összes kétdimenziós metrika konform ekvivalen
ia-osztályain értelmezettazon függvény, amely egy adott metrikához hozzárendeli a vákuum-vákuumamplitúdó értékét az adott háttérben. Ez az általánosított Z partí
iós függ-vény az összes Tei
hmüller-tér unióján van értelmezve, és a g génuszú par-tí
iós függvény nem más, mint Z megszorítása Tg-re. Bevezetésének egyikmotivá
iója az, hogy a 3.2 alfejezet szóhasználatával élve önmaga alkot egymultipletet � a tórusz partí
iós függvényhez hasonlóan �, amint azt rövidesenlátni fogjuk.4.2. Permutá
iós orbifoldok partí
iós függvényeiA fentiek után térjünk rá a permutá
iós orbifoldok partí
iós függvényeinekvizsgálatára. Els®ként az általánosított partí
iós függvény alakját adjuk meg,majd az orbifold-transzformá
ióval fennálló kap
solatot fogjuk ismertetni,végül az általános eredményeket spe
ializáljuk a különösen fontos g = 1esetre.3Ez a magasabb génuszú modulárinvarian
ia követelménye.
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hmüller-tér Fri
ke-koordinátázását fogjuk használni (lásd B.3 Füg-gelék), amikor a g génuszú Tei
hmüller-tér pontjai τ : Πg → Aut(Σg) beágya-zások konjugált osztályainak felelnek meg, ahol Σg jelöli a g génuszú felületekuniverzális fed®felületét, és Πg a fundamentális 
soportjukat. Mint ismere-tes, ekkor a leképezési osztályok Γg 
soportja azonosítható a Πg küls® auto-mor�zmusainak 
soportjával, és ezek hatása a Fri
ke-koordinátára egyszer¶kompozí
ió. A Z általánosított partí
iós függvényt a τ Fri
ke-koordinátafüggvényének fogjuk tekinteni a továbbiakban.Tekintsünk egy Z partí
iós függvénnyel rendelkez® C konform térelméle-tet, egy Ω permutá
ió
soportot, és a g génuszú Tei
hmüller-tér egy τ ∈ Tgpontját. Feladatunk a C ≀ Ω permutá
iós orbifold ZΩ általánosított partí-
iós függvénye értékének meghatározása a τ pontban. Amint azt a 2. fe-jezetben ismertettük, az orbifold partí
iós függvényének meghatározásáhozösszegezni kell a világleped® összes, megfelel® monodrómiájú fedésére. Mi-vel egy vákuum-vákuum amplitúdót tekintünk, ezért twist-terek (amelyekvágásokat eredményeznének) nem lépnek fel, így 
sak a világleped® nemra-mi�kált fedéseire kell összegezni, melyek monodrómia-
soportja része az Ωtwist-
soportnak. Ezen fedések jellemezhet®k monodrómia-hatásuk alapján,amely nem más, mint egy φ : Πg → Ω homomor�zmus (lásd B.2 Függelék).A φ hatás ξ ∈ O (φ) pályái felelnek meg a fedés összefügg® komponenseinek,és a τ Fri
ke-koordináta megszorítása a ξ pálya (bármely pontjának) stabili-zátorára adja meg a megfelel® összefügg® komponens τξ Fri
ke-koordinátáját.Az egyes összefügg® komponensek járulékai összeszorzódnak, mivel ezek disz-junkt világleped®knek felelnek meg. Mindezt �gyelembevéve az alábbi kife-jezést kapjuk [10℄:
ZΩ (τ) =

1

|Ω|

∑

φ:Πg→Ω

∏

ξ∈O(φ)

Z (τξ) , (4.5)ahol a twist-
soport rendjével való osztás az Ω-invariáns állapotokra történ®projek
ió következménye. A fenti eredmény teljes általánosságban írja le a



42 FEJEZET 4. PARTÍCIÓS FÜGGVÉNYEKpermutá
iós orbifoldok partí
iós függvényeinek szerkezetét.A (4.5) eredmény jól szemlélteti az univerzalitást (lásd 3. fejezet): a C el-mélet választásától kizárólag a Z partí
iós függvény függ (4.5) jobb oldalán,míg az Ω twist-
soport � a normálási faktortól eltekintve � 
sak a homomor-�zmusokra való összegzésben szerepel, ami a megfelel® funk
ionális relá
ióalakját befolyásolja. Mivel a Z-n kívül nem lép fel más �zikai jellemz® a kép-letben, ezért levonhatjuk a következtetést, hogy az általánosított partí
iósfüggvény önmagában alkot egy multipletet.A (4.5) képlet szoros analógiát mutat az orbifold-transzformá
ió (A.8)de�ní
iójával. A kap
solat az uniformizá
iós tétel segítségével érthet® meg(lásd B Függelék). Ekkor az egyes konform ekvivalen
ia-osztályokat � vagyami ugyanaz, komplex struktúrákat � uniformizáló 
soportjuk segítségévelparaméterezzük (ami pont a Fri
ke-koordináta képe), így az általánosítottpartí
iós függvényt tekinthetjük úgy is, mint ami az uniformizáló 
soportokhalmazán van értelmezve. Az uniformizáló 
soport izomorf a felület fun-damentális 
soportjával, és véges index¶ rész
soportjai a felület összefügg®,véges fokú fedéseit uniformizálják. Ezen megfontolások �gyelembevételévelaz orbifold ZΩ általánosított partí
iós függvényének értéke a G uniformizáló
soporton � vagyis ezen 
soport által uniformizált felületen � az alábbi alakotölti:
ZΩ (G) =

1

|Ω|

∑

φ:G→Ω

∏

ξ∈O(φ)

Z (Gξ) , (4.6)ahol Gξ a ξ ∈ O (φ) pálya stabilizátora. Összevetve ezt az eredményt az(A.8) képlettel arra a fontos következtetésre jutunk, hogy
ZΩ = Z ≀ Ω , (4.7)azaz a C ≀Ω permutá
iós orbifold partí
iós függvénye megegyezik a C partí
iósfüggvényének orbifold-transzformáltjával.A fenti megállapítás az elmélet egyik legf®bb eredménye. Általa lehe-t®vé válik az orbifold-transzformá
ió elméletének alkalmazása, többek kö-



4.2. PERMUTÁCIÓS ORBIFOLDOK PARTÍCIÓS FÜGGVÉNYEI 43zött azonnal adódik a tranzitivitás teljesülése (lásd 3. fejezet) az orbifold-transzformá
ió megfelel® tulajdonságából. Az általános eredmények jobbmegértése érdekében vizsgáljuk meg külön az alkalmazások szempontjábóllegfontosabb 1 génuszú alesetet, vagyis a tórusz partí
iós függvényt. g = 1esetén a Fri
ke-koordináta a τ moduláris paraméterrel azonosítható, és a Zmegszorítása a T1 = H Tei
hmüller-térre a Z (τ) tórusz partí
iós függvény.Mivel egy tórusz minden véges fokú, nemrami�kált, összefügg® fedése magais egy tórusz (annak megfelel®en, hogy a tórusz Z ⊕ Z fundamentális 
so-portjának minden véges index¶ rész
soportja izomorf Z ⊕ Z-vel, lásd A.2Függelék), ezért (4.5) ez esetben az alábbi alakot ölti:
ZΩ (τ) =

1

|Ω|

∑

φ:Z⊕Z→Ω

∏

ξ∈O(φ)

Z (τξ) , (4.8)ahol τξ jelöli a ξ pályának megfelel® tórusz moduláris paraméterét. A (A.2)Függelékben ismertetett módon a φ homomor�zmus jellemezhet® egy kom-mutáló (x, y) ∈ Ω{2} permutá
iópárral, míg egy ξ pálya stabilizátora a
Hξ =

(

µξ κξ

0 λξ

)HNF-fel jellemzett rész
soport. Mivel a τ moduláris paraméter¶ tóruszt a
z 7→ z+τ és z 7→ z+1 transzlá
iók által generált 
soport uniformizálja, ezérta Hξ HNF által jellemzett rész
soportot a z 7→ z + µξτ + κξ és z 7→ z + λξtranszlá
iók generálják, amely konjugá
ió erejéig megegyezik a z 7→ z+

µξτ+κξ

λξés z 7→ z + 1 által generált 
soporttal: következésképpen egy
τξ =

µξτ + κξ
λξ

(4.9)moduláris paraméter¶ tóruszt uniformizál. Mindent összevetve, az alábbi



44 FEJEZET 4. PARTÍCIÓS FÜGGVÉNYEKalakot kapjuk az orbifold tórusz partí
iós függvényére [8℄:
ZΩ (τ) =

1

|Ω|

∑

(x,y)∈Ω{2}

∏

ξ∈O(x,y)

Z

(
µξτ + κξ

λξ

)

. (4.10)A fenti kifejezésekb®l kiviláglik, hogy az általánosított partí
iós függvényretett megállapítások a tórusz partí
iós függvényre is vonatkoznak, azaz ön-maga multipletjét alkotja, és a permutá
iós orbifold tórusz partí
iós függvé-nye orbifold-transzformá
ióval számolható (ezen állítások semelyike sem igazegynél magasabb, de rögzített génuszú partí
iós függvényekre). Vegyük aztis észre, hogy (4.10) egy teljesen expli
it, könnyen számolható kifejezést ada permutá
iós orbifold tórusz partí
iós függvényére. Összevetve a (4.10) és(2.3) képleteket azt kapjuk, hogy a partí
iós függvényben a twistelt szektorokjárulékai a
Z (x, y|τ) =

∏

ξ∈O(x,y)

Z

(
µξτ + κξ

λξ

) (4.11)alakot öltik.



5. fejezetKirális karakterek, modulárisadatok és fúziós szabályokEgy konform térelmélet alapvet® jellemz®i közé tartoznak a primér terekkirális karakterei, az ezek transzformá
iós szabályát leíró moduláris adatok,illetve a primér terek konform 
saládjai közötti 
satolásokat megszorító fúziósszabályok. Ezek a jellemz®k szoros összefüggésben állnak egymással, példáula Verlinde-formula lehet®séget nyújt a fúziós szabályok meghatározására amoduláris adatok ismeretében. Jelen fejezet 
élja annak ismertetése, hogymiként határozhatók meg ezen fontos mennyiségek permutá
iós orbifoldokra.5.1. Primér terek és karaktereikA primér tér fogalma alapvet® a konform térelméletben. A legáltalánosabbmegfogalmazás szerint primér tér egy olyan téroperátor, mely a vákuumból azelmélet valamely szektorának legala
sonyabb konform súlyú állapotát kelti.Mivel az elmélet szektorai a (maximálisan kiterjesztett királis) szimmetria-algebra irredu
ibilis ábrázolásainak felelnek meg, ezért gyakran azonosítják aprimér tereket ezen ábrázolásokkal. Másfel®l, minthogy a szimmetria-algebrairredu
ibilis ábrázolásai megfeleltethet®k az elmélethez asszo
iált moduláris45



46 FEJEZET 5. KARAKTEREK ÉS MODULÁRIS ADATOKtenzorkategória egyszer¶ objektumainak, ezért gyakran ez utóbbiakat neve-zik primér tereknek. Persze mindhárom de�ní
ió egyazon fogalom más-másaspektusát ragadja meg.A primér terek kiemelked® jelent®ségét az indokolja, hogy az összes többitéroperátor leszármaztatható bel®lük szimmetriatranszformá
iók segítségé-vel, ezért a primér terek korrelátorainak ismeretében az összes többi tér kor-relá
iós függvényeit meghatározhatjuk pusztán szimmetriamegfontolások ré-vén: vagyis a szimmetria-algebra és a primér terek korrelátorai egyértelm¶enjellemzik az elméletet. Ez a jellemzés akkor válik különösen hatékonnyá,amennyiben az elmélet ra
ionális, vagyis 
sak véges sok primér tere van.A primér tereknek több jellemz®jük létezik, ezek legfontosabbika a kon-form súly, amely a primér tér nyújtásokra való érzékenységét méri. A kon-form súlyok valóban alapvet® jellemz®k: ismeretükben meghatározott a (meg-felel®en normált) primér terek összes kétpont-függvénye, és a hárompont-függvények is egy, az operátorszorzat kifejtéssel kap
solatos multiplikatívkonstans erejéig. Fontos tudnivaló, hogy ra
ionális elméletben a konformsúlyok � 
sakúgy, mint a 
entrális töltés � ra
ionális számok, maga az elne-vezés is erre a tényre vezethet® vissza.A konform súly mellett egy primér tér legfontosabb jellemz®je a királiskaraktere. Emlékezzünk vissza, hogy a p primér tér az elmélet egy Hp szekto-rának legala
sonyabb súlyú állapotát kelti a vákuumból: karaktere egy olyankomplex függvénye a τ ∈ H fels® félsíkbeli változónak, amely a
χp (τ) = Tr

Hp

(
qL0−

c
24

) (5.1)formulával van értelmezve, ahol c az elmélet 
entrális töltése, L0 a Virasoro-algebra nullmódusa, míg q = exp (2πiτ). Vegyük észre, hogy a q változófüggvényében kifejezve a karakter
χp = qhp−

c
24

∞∑

n=0

anq
n (5.2)



5.1. PRIMÉR TEREK ÉS KARAKTEREIK 47alakú, ahol hp jelöli a p primér tér konform súlyát, míg az an együtthatóknemnegatív egész számok (az L0 sajátértékeinek multipli
itásai). Hogy az(5.2) képlet jobb oldalán szerepl® összegben a q-nak 
sak egész hatványaiszerepelnek abból következik, hogy egy adott szektoron belül az L0 sajátér-tékei 
sak egész számban különbözhetnek egymástól.A királis karakterek alapvet® informá
iót hordoznak az elméletr®l. Azonfelül, hogy meghatározzák az L0 sajátértékeinek degenerá
ióját az egyes szek-torokban, az elmélet Hamilton- és Lagrange-féle leírásának összehasonlítá-sából következik, hogy az elmélet tórusz partí
iós függvénye el®állítható akirális karakterekben kvadratikus kifejezésként:
Z (τ) =

∑

p,q

Mpqχp (τ)χq (τ) , (5.3)ahol az Mpq nemnegatív egész együtthatók által alkotott mátrixot szokásaz elmélet modulárinvariánsának nevezni. Klasszikus példa modulárinvari-ánsra � amely bármilyen szimmetria-algebra mellett létezik � a diagonálisinvariáns, amikor M az egységmátrix. A konform térelmélet egyik leghíre-sebb eredménye, mely Cappelli, Itzykson és Zuber nevéhez f¶z®dik, az SU(2)Wess�Zumino-modellek modulárinvariánsainak ADE osztályozása [28℄.A permutá
iós orbifoldok elméletének egyik alapkérdése a következ®: te-kintsünk egy C ra
ionális elméletet, és képezzük annak egy Ω twist-
soportú
C ≀ Ω permutá
iós orbifoldját. Hogyan osztályozhatjuk a C ≀ Ω primér tereit,és hogyan határozhatjuk meg e primér terek királis karaktereit?A primér terek osztályozása azon az egyszer¶ észrevételen alapszik, hogyegy holomorf elmélet permutá
iós orbifoldja (de�ní
ió szerint) egy holomorforbifold, és a holomorf orbifoldok primér tereinek osztályozása ismert: egy-egyértelm¶ kap
solat áll fenn a primér terek és a twist-
soport duplájának ir-redu
ibilis ábrázolásai között [39, 38, 3, 4℄. Másrészt a primér terek osztályo-zása összhangban kell legyen a 3. fejezetben tárgyalt tranzitivitás tulajdon-ságával. Megmutatható, hogy e két feltétellel konzisztens egyetlen megoldás



48 FEJEZET 5. KARAKTEREK ÉS MODULÁRIS ADATOKa következ®: a permutá
iós orbifold primér terei egy-egyértelm¶ kap
solat-ban állnak az Ω twist-
soport pályáival azon IΩ halmazon, melynek elemeiolyan (p, φ) párok, ahol p egy leképezés a twist-
soport X tartóhalmazából a
C elmélet primér tereinek I halmazába, míg φ a p leképezés Ωp stabilizátoraduplájának egy irredu
ibilis karaktere [8, 11℄.A fenti leíráshoz szükséges hozzáf¶zni néhány értelmez® megjegyzést.Amennyiben Ω < SX egy X-en ható permutá
ió
soport és I egy tetsz®le-ges halmaz, akkor adott az Ω-nak egy természetes hatása az X-b®l I-be viv®leképezések IX halmazán: p ∈ IX és ω ∈ Ω esetén ωp = p ◦ ω−1. Erre ahatásra nézve a p ∈ IX leképezés stabilizátora

Ωp = {ω ∈ Ω | p ◦ ω = p} . (5.4)Másrészt, amennyiben ω ∈ Ω és φ az Ωp duplájának egy irredu
ibilis karak-tere, akkor a
ω#φ (x, y) = φ (xω, yω) (5.5)képlettel értelmezett ω#φ a D (Ωωp) 
soportduplának lesz egy irredu
ibiliskaraktere. Ezáltal az Ω-nak egy jól de�niált permutá
iós hatását kapjuk a

(p, φ) párok IΩ halmazán, és eme hatás pályáinak felelnek meg a permutá-
iós orbifold primér terei. A konkrét számolásokban ezen pályákat valamelypontjukkal reprezentáljuk: természetesen, a �zikai mennyiségek kifejezéseinem függhetnek a reprezentánsok megválasztásától.A primér terek osztályozása azonnal lehet®séget nyújt annak a kérdésneka megválaszolására, hogy hány primér tere van a permutá
iós orbifoldnak:ez a fontos adat határozza meg például a moduláris ábrázolás dimenzióját.Amennyiben a C elméletnek s darab primér tere van (vagyis a fenti jelöléssel
|I| = s), akkor elemi 
soportelméleti megfontolásokból következik, hogy a
C ≀ Ω permutá
iós orbifold primér tereinek számát a

PΩ (s) =
1

|Ω|

∑

(x,y,z)∈Ω{3}

s|O(x,y,z)| (5.6)



5.1. PRIMÉR TEREK ÉS KARAKTEREIK 49kifejezés adja, ahol Ω{n} jelöli az Ω 
soport elemeib®l összeállítható, páron-ként kommutáló n-esek összességét, míg x ∈ Ω{n} esetén O (x) az x elemeiáltal generált rész
soport pályáinak halmaza1.A primér terek osztályozásának ismeretében már megfogalmazható a kér-dés: mi az orbifold egyes primér tereinek királis karaktere? Mivel a primérterek a tórusz partí
iós függvény alkotóelemei, ezért a permutá
iós orbifoldkirális karaktereit a tórusz fedéseinek segítségével határozhatjuk meg. Akonkrét válasz a következ®: tekintsük a permutá
iós orbifold egy olyan pri-mér terét, melynek megfelel® pálya reprezentánsa (p, φ), ahol p ∈ IX és φaz Ωp stabilizátor duplájának egy irredu
ibilis karaktere. Ezen primér térkirális karakterét a
χ(p,φ) (τ) =

1

|Ωp|

∑

(x,y)∈Ω
{2}
p

φ (x, y)
∏

ξ∈O(x,y)

ω
−

κξ
λξ

p(ξ) χp(ξ)

(
µξτ + κξ

λξ

)

. (5.7)kifejezés adja [8℄. Az ebben a képletben szerepl® mennyiségek nagy részétmár korábbról ismerjük (lásd 4. fejezet), ezért 
sak azok magyarázatára té-rünk ki, amelyek újak. Mivel (5.7)-ben 
sak azon (x, y) kommutáló párokraösszegzünk, amelyek mindkét tagja stabilizálja a p ∈ IX leképezést, ezért a plokálisan konstans az összes ξ ∈ O (x, y) pályán, vagyis az összes ilyen ξ-heza C elmélet egy jól meghatározott p (ξ) primér terét rendeli. Másfel®l, miveladott p ∈ I esetén ωp a primér tér exponen
ializált konform súlyát jelöli (lásd(5.12) képlet), ezért az ωp tört hatványait a
ωa/bp = exp

(

2πi
a

b
(hp − c/24)

) (5.8)képlettel értelmezzük.Megmutatható, hogy az (5.7) képlet jobb oldalán álló mennyiség jól de-�niált, vagyis független a (p, φ) reprezentáns választásától. Mivel a C elmé-1Megjegyezzük, hogy PΩ (s) nem más, mint a Z ⊕ Z ⊕ Z 
soport Z = s konstansosztályfüggvényének orbifold-transzformáltja (lásd A Függelék).



50 FEJEZET 5. KARAKTEREK ÉS MODULÁRIS ADATOKlet királis karakterei teljes mértékben meghatározzák az orbifold karaktereit,ezért az univerzalitási tulajdonsággal kap
solatban a 3. fejezetben bevezetettszóhasználat szerint a karaktervektor, vagyis a királis karakterek összessége,önmaga multiplettje. Persze az orbifold karaktervektora és az eredeti elméletkaraktervektora közötti funk
ionális relá
ió konkrét alakja bonyolult módonfügg az Ω twist-
soporttól.Az (5.2) képlet szerint a konform súlyt a karakter q szerinti kifejtéséneklegala
sonyabb exponense adja meg. Figyelembe véve, hogy a permutá
iósorbifold 
entrális töltése a C elmélet 
entrális töltésének és a twist-
soportfokának, azaz tartóhalmaza számosságának szorzatával egyenl® (lásd (3.5)képlet), az (5.7) alapján meg lehet határozni a konform súlyokat. Mivelebben a kifejtésben el®fordulhatnak véletlen kiejtések, ezért nem adható megegyszer¶ zárt kifejezés a konform súlyokra, bár meghatározásuk nem jelentgondot konkrét modellekben.5.2. Moduláris adatok és Λ-mátrixokA nyol
vanas évek végének egyik legfontosabb, leginkább Moore és Seibergnevéhez köthet® felismerése volt, hogy � mai szóhasználattal élve � mindenra
ionális konform térelmélethez hozzárendelhet® egy moduláris tenzorkate-gória [82, 2℄. A modern megközelítés szerint a tenzorkategória az els®dleges,hiszen ismerete � néhány, a tenzorkategóriával kap
solatos algebrai adattalkiegészítve � már teljesen meghatározza az elméletet, lehet®vé téve a �zikaijellemz®k (korrelá
iós és partí
iós függvények, operátorszorzat kifejtések, ha-tárfeltételek és defektvonalak, stb) meghatározását, legalábbis elvi szinten[54, 55, 52, 76℄.Egy moduláris tenzorkategória igen bonyolult matematikai objektum:szeren
sére, a legfontosabb kérdések tekintetében viszonylag egyszer¶en jel-lemezhet® néhány numerikus adattal. Ezen numerikus adatokat szokás két,
S-sel és T -vel jelölt unitér mátrixba kódolni, melyek sorait és oszlopait a kon-



5.2. MODULÁRIS ADATOK ÉS Λ-MÁTRIXOK 51form elmélet primér terei � a moduláris tenzorkategória egyszer¶ objektumai� indexelik. E két mátrix együttese alkotja a moduláris tenzorkategória (vagya megfelel® konform térelmélet) moduláris adatait [72, 57, 17℄.Tetsz®legesen választott mátrixok nem szolgáltatnak konzisztens modu-láris adatokat. A legfontosabb szükséges feltételeket, amit S-nek és T -nek kikell elégítenie, az úgynevezett Verlinde-tételben szokás összefoglalni [85, 72℄:1. a T mátrix (a Dehn-twist) véges rend¶ és diagonális;2. az S mátrix szimmetrikus, azaz
Spq = Sqp ;3. az S mátrix négyzete a töltéskonjugá
ió operátora, azaz
[
S2
]

pq
= δp,q ,ahol q jelöli a q primér tér töltéskonjugáltját;4. teljesül az

STS = T−1ST−1 (5.9)moduláris relá
ió;5. létezik az S mátrixnak egy olyan, általában 0-val indexelt sora, amely-nek minden eleme pozitív (unitér elméletben 0 a vákuum);6. a primér terek fúziós szabályai kifejezhet®k a
Npqr =

∑

w

SpwSqwSrw
S0w

(5.10)Verlinde-formula [85℄ segítségével, többek között a formula jobb olda-lán szerepl® kifejezés értéke 
sak nemnegatív egész szám lehet.



52 FEJEZET 5. KARAKTEREK ÉS MODULÁRIS ADATOKA fentiekben felsorolt eredmények képezik a ra
ionális konform térelméle-tek moduláris adataival kap
solatos ismereteink alapjait. Fontos leszögezni,hogy a Verlinde-tételben szerepl® feltételek szükségesek, de nem elégségesek:könnyen megadható olyan mátrixpár, amely kielégíti a Verlinde-tételt, bárnem felel meg konzisztens moduláris adatnak2.Gyakran szerepel az irodalomban az a nem egészen helytálló állítás, hogya moduláris adatokat a primér terek királis karaktereinek moduláris transz-formá
iós szabálya határozza meg. A pre
íz összefüggés a következ®: amennyi-ben χp (τ) jelöli a p primér tér királis karakterét, továbbá S és T az elméletmoduláris adatait, akkor a
χp

(
−1

τ

)

=
∑

q

Spqχq (τ)

χp (τ + 1) =
∑

q

Tpqχq (τ) (5.11)függvényegyenletek teljesülnek, melyek konziszten
iáját az (5.9) modulárisrelá
ió biztosítja3. A T Dehn-twist diagonális volta következtében ez aztjelenti, hogy χp (τ + 1) = ωpχp (τ), ahol szokás szerint ωp jelöli a T mátrixsajátértékeit. Figyelembe véve a királis karakterek (5.2) alakját azt kapjuk,hogy
ωp = exp

(

2πi
(

hp −
c

24

))

, (5.12)vagyis az ωp sajátérték a p primér tér exponen
ializált konform súlya.Az (5.11) függvényegyenletnek fontos következménye, hogy a modulárisadatok az SL2(Z)-nek egy ábrázolását határozzák meg a királis karakterek2Mint a kés®bbiekben látni fogjuk (6.3 alfejezet), a moduláris mátrixelemek rendkívüler®s számelméleti feltételeket elégítenek ki. Emellett ismertek más szükséges feltételek is,például az úgyenevezett tra
e identitások [14℄.3A függvényegyenlet azért nem alkalmas a moduláris adatok meghatározására, mert �ritka kivételekt®l eltekintve � a királis karakterek lineárisan összefüggnek: például töltés-konjugált terek karakterei megegyeznek.



5.2. MODULÁRIS ADATOK ÉS Λ-MÁTRIXOK 53terén. Valóban, τ 7→ −1
τ

és τ 7→ τ + 1 transzformá
iók generálják a
τ 7→

aτ + b

cτ + dalakú törtlineáris transzformá
iók összességét, amely nem más, mint az 1génuszú leképezési osztályok 
soportjának, vagyis az SL2(Z) moduláris 
so-portnak a hatása az 1 génuszú Tei
hmüller-téren, azaz a fels® félsíkon [1, 35℄.Az SL2(Z) így meghatározott ábrázolását hívják az elmélet moduláris ábrá-zolásának.Felvet®dik a kérdés, hogyan határozhatók meg egy permutá
iós orbifoldmoduláris adatai. A kérdés két részre osztható: egyrészt a T Dehn-twistsajátértékeinek, másrészt az S mátrixelemeinek meghatározására.Mint azt fentebb láttuk, a Dehn-twist sajátértékei nem mások, mint aprimér terek exponen
ializált konform súlyai: de ez utóbbiak meghatározha-tók a királis karakterek ismeretében. Bár a konform súlyokra nin
s egyszer¶zárt kifejezés, exponen
ializáltjaikra érvényes az
ω〈p,φ〉 =

1

dφ

∑

x∈Ωp

φ (x, x)
∏

ξ∈O(x)

ω
1
|ξ|

p(ξ) (5.13)összefüggés, ahol dφ =
∑

x φ (x, 1) a φ karakterrel jellemzett irredu
ibilisábrázolás dimenziója, és a többi jelölés hasonló értelm¶, mint az (5.7) kép-letben. Vagyis a permutá
iós orbifold T mátrixa egyszer¶en meghatározhatóaz orbifoldizá
ió el®tti elmélet T mátrixából.Bonyolultabb a helyzet az S mátrix esetén. A királis karaktereket megadó(5.7) képlet segítségével az alábbi eredmény vezethet® le:
S
〈q,ψ〉
〈p,φ〉 =

1

|Ωp| |Ωq|

∑

z∈Ω
x,y∈Ωp∩Ωzq

φ (x, y)ψ (yz, xz)
∏

ξ∈O(x,y)

Λ
zq(ξ)
p(ξ)

(
κξ
λξ

)

. (5.14)Vegyük szemügyre e képlet egyes tagjait! A bal oldalon az S-nek a permutá-
iós orbifold 〈p, φ〉 és 〈q, ψ〉 primér terei közötti mátrixeleme szerepel. A jobb



54 FEJEZET 5. KARAKTEREK ÉS MODULÁRIS ADATOKoldalon, a normalizá
iós együtthatótól eltekintve, szerepel egy összeg tetsz®-leges z ∈ Ω-ra, illetve olyan x, y párokra, melyek mindkét tagja eleme a Ωpés Ωzq stabilizátorok közös részének4. Mivel mind x, mind y stabilizálja a pés zq leképezéseket, ezért ezen leképezések lokálisan konstansok az x és y ál-tal generált permutá
ió
soport pályáin, és p (ξ) illetve zq (ξ) jelöli az általukfelvett értéket a ξ ∈ O (x, y) pályán. κξ és λξ jelöli a kommutáló (x, y) per-mutá
iópár pályáinak szerkezetét jellemz® szokásos invariánsokat (lásd A.2Függelék). Végül megjelennek a képletben az úgyenevezett Λ-mátrixok[11℄:ezek egy ra
ionális r ∈ Q paramétert®l függ® Λ (r) mátrixsereget alkotnak,melynek sorait és oszlopait a primér terek indexelik.A következ®képpen értelmezzük a Λ-mátrixokat: legyen r = k
n
alakú, ahol

k és n relatív prímek, és az n nevez® pozitív. Ekkor léteznek olyan a és begész számok, hogy kb − an = 1, másszóval az m =
(
k a

n b

) mátrix eleme
SL2(Z)-nek5. A C elmélet moduláris adatai meghatározzák az SL2(Z)-nekegy ábrázolását, a moduláris ábrázolást, amely az m moduláris transzformá-
ióhoz egy M mátrixot rendel. Ekkor de�ní
ió szerint Λ

(
k
n

) mátrixeleme a
p és q primér terek között

Λ

(
k

n

)q

p

= ω
k
n
p M

q
pω

b
n
q , (5.15)ahol az ωp exponen
ializált konform súlyok tört hatványainak értelmezésétaz (5.8) képlet adja. Bevezetve a r⋆ = b

n
jelölést, a de�ní
ió formálisan

Λ (r) = T rMT r
⋆ (5.16)alakban írható.Belátható, hogy a fenti de�ní
ió értelmes, azaz a Λ

(
k
n

) mátrix független akonstruk
ió során felhasznált a, b számpár konkrét választásától. Mitöbb az4Ez a feltétel biztosítja, hogy a φ (x, y) és ψ (yz, xz) kifejezések értelmesek. Vegyük aztis észre, hogy a fenti kifejezések eltünnek ha xy 6= yx.5Az a és b egészek létezése annak következménye, hogy k és n relatív prím.



5.2. MODULÁRIS ADATOK ÉS Λ-MÁTRIXOK 55is megmutatható, hogy Λ (r) 
sak az r szám törtrészét®l függ, vagyis r-benperiodikus,
Λ (r + 1) = Λ (r) . (5.17)Zérus argumentum esetén a Λ-mátrix a moduláris S mátrixot adja vissza,azaz

Λ (0) = S , (5.18)továbbá az is belátható, hogy a Λ-mátrixok eleget tesznek az alábbi kétazonosságnak:
Λ (r⋆)qp = Λ (r)pq (5.19)és

Λ (1 − r)qp = Λ (r)qp , (5.20)ahol szokás szerint p jelöli a p primér tér töltéskonjugáltját. A fenti össze-függések alkotják a Λ-mátrixokkal kap
solatos legfontosabb ismereteket [11℄.Mint láttuk, r = 0 esetén a Λ-mátrix az S mátrixra redukálódik. Elvilegbármely más ra
ionális argumentum mellett kifejezhet® a Λ-mátrix S-sel és
T -vel, bár ez gyakran túl bonyolult gyakorlati szempontból. Egy fontos esetamikor még egyszer¶ összefüggést kapunk, ha r egy egész szám re
iproka,ekkor

Λ

(
1

n

)

= T− 1
nS−1T−nST− 1

n . (5.21)Térjünk vissza a permutá
iós orbifold S mátrixát megadó (5.14) formulá-hoz. Látjuk, hogy ebben expli
it módon megjelennek az orbifoldizá
ió el®tti
C elmélet Λ-mátrixai különböz® nemzérus argumentumoknál: következéskép-pen a permutá
iós orbifold S mátrixának meghatározásához elvileg szükségvan az összes Λ-mátrix � vagy ami ezzel egyenérték¶, az összes modulárisadat � ismeretére. Ez azt jelenti, hogy míg T önmaga alkot egy multipletet,addig S multipletjébe beletartozik T is (és ezáltal az összes Λ-mátrix). Alényeges eredmény az, hogy a permutá
iós orbifold moduláris adatait teljes



56 FEJEZET 5. KARAKTEREK ÉS MODULÁRIS ADATOKmértékben meghatározzák az orbifoldizá
ió el®tti elmélet moduláris adatai.Megjegyezzük, hogy az S mátrixot megadó (5.14) képlet levezethet® akirális karaketerek ismerete nélkül is: ekkor azt kell vizsgálni, hogy egy tó-rusz fedésein milyen moduláris transzformá
iót indukál egy, a fedés bázisánvégrehajtott moduláris transzformá
ió [8℄.5.3. Fúziós szabályok és twistelt dimenziókAz olyan jellemz®k mellett, mint a konform súlyok, királis karakterek ésmoduláris adatok, fontos szerepet játszanak a fúziós szabályok. Ezek adjákmeg három kiválasztott primér tér között a szimmetriákkal összeegyeztet-het® független 
satolások számát. Ez többek közt azt is jelenti, hogy egyfúziós szabály zérus volta maga után vonja a megfelel® hárompont-függvény,illetve az operátorszorzat kifejtési együttható elt¶nését. A fúziós szabályoklényegében a szimmetria-algebra irredu
ibilis ábrázolásai tenzorszorzatainakszerkezetét írják le6: ebben az értelemben a fúziós szabályok alapvet® struk-turális informá
iót hordoznak az elméletr®l.A konform térelmélet egyik leghíresebb, a matematika különböz® terü-letein is nagy visszhangot kiváltott eredménye az (5.10) Verlinde-formula,amely kap
solatot teremt egy konform térelmélet fúziós szabályai és modulá-ris adatai között [85, 72℄. Az (5.10) Verlinde-formula messzemen®en általáno-sítható, ha bevezetjük a holomorf blokkok fogalmát: a holomorf faktorizá
iókövetkeztében primér terek bármely génuszon számolt korrelá
iós függvényeel®áll az adott génuszú Tei
hmüller-téren értelmezett holomorf függvényekkvadratikus kifejezéseként, az ebben a kifejezésben fellép® holomorf függvé-nyeket hívjuk az (adott génuszú) holomorf blokkoknak. Például az 1 génuszú
0pont-függvény nem más, mint a tórusz partí
iós függvény, és a megfelel®holomorf blokkok a királis karakterek. A p1, . . . , pn primér terek g génuszú6Az itt fellép® tenzorszorzat fogalom messze nem triviális, és sok tekintetben eltér avéges dimenziós asszo
iatív algebráknál megismertt®l [63℄.



5.3. FÚZIÓS SZABÁLYOK ÉS TWISTELT DIMENZIÓK 57korrelátorának holomorf blokkjai feszítik ki a Vg (p1, . . . , pn) lineáris teret.Könnyen belátható, hogy
Npqr = dimV0 (p, q, r) , (5.22)vagyis a fúziós szabályok a 0 génuszú hárompont-függvények lineárisan füg-getlen holomorf blokkjainak számát adják meg. A Verlinde-formula általánosalakja szerint [72℄

dimVg (p1 . . . , pn) =
∑

q

S2−2g
0q

n∏

i=1

Spiq

S0q

. (5.23)A permutá
iós orbifold moduláris adatait behelyettesítve az (5.23) kép-letbe megkapjuk az orbifold holomorf blokkjainak számát, spe
iálisan a fúziósszabályokat g = 0 és n = 3 esetén. Persze a naív behelyettesítésb®l adódóalakot még át kell alakítani, hogy valóban használható kifejezést kapjunk.Az eredmény legkompaktabb formája [11℄
dimVg ((p1, φ1) , . . . , (pn, φn)) =

1

|Ω|

∑

z1,...,zn∈Ω
θ∈Ωg(z1p1,...,znpn)

n∏

i=1

φi (c
zi

i , x
zi)

|Ωpi
|

∏

ξ∈O(θ)

Dξ (z1p1, . . . , znpn) . (5.24)Az (5.24) képletben szerepl® mennyiségek a következ® jelentéssel bírnak:
Ωg (p1, . . . , pn) azon (a1, b1, . . . , ag, bg, c1, . . . , cn, x) rendezett, Ω elemeib®l álló
2g + n + 1 hosszúságú sorozatok halmaza, amelyekre igaz, hogy1. x kommutál az összes ai, bi, ci elemmel;2. ∏g

i=1 [ai, bi]
∏n

j=1 cj = 1;3. mind x, mind ci stabilizálja pi-t minden i = 1, . . . , n-re.



58 FEJEZET 5. KARAKTEREK ÉS MODULÁRIS ADATOKAdott θ ∈ Ωg (p1, . . . , pn) esetén O (θ) jelöli az ai, bi, ci-k és x által generáltrész
soport pályáinak összességét; µξ a ξ ∈ O (θ) pályában található x-pályákszáma; i = 1, . . . , n-re Oξ
i a ξ-ben található 〈x, ci〉 pályák halmaza; adott

η ∈ Oξ
i esetén κη a legkisebb nemnegatív egész, amelyre xκηc

−|η|µξ/|ξ|
i elemeaz η stabilizátorának, és pi (η) a pi leképezés (konstans) értéke az η pályán;végül

Dξ (p1, . . . , pn) =
∑

q∈I

S
(2−2g−n)µξ

0q

n∏

i=1

∏

η∈Oξ
i

Λpi(η)
q

(
µξκη
|ξ|

)

. (5.25)Bár a fenti eredmény rendkívül komplikált benyomást kelt, nagymérték-ben egyszer¶síthet® az úgynevezett twistelt dimenziók fogalmának bevezeté-sével [11℄. Ezeket egy g nemnegatív egész szám, illetve primér terek p1, . . . , pnés ra
ionális számok r1, . . . , rn sorozatai jellemzik, és az ezen adatoknak meg-felel® twistelt dimenziót
Dg

(

p1 . . . pn

r1 . . . rn

)

=
∑

q

S2−2g
0q

n∏

i=1

Λ (ri)
pi

q

S0q
(5.26)de�niálja7. Amennyiben minden ri karakterisztika zérus, akkor � felhasz-nálva a Λ-mátrixok el®z® alfejezetben megismert tulajdonságait, illetve az(5.23) általánosított Verlinde-formulát � azt kapjuk, hogy a twistelt dimen-zió megegyezik a megfelel® holomorf blokkok terének dimenziójával8:

Dg

(

p1 . . . pn

0 . . . 0

)

= dimVg (p1 . . . , pn) . (5.27)Fontos megjegyezni, hogy ellentétben a dimVg (p1 . . . , pn) dimenziókkal, ame-lyek mindig nemnegatív egészek, a twistelt dimenziók elvileg tetsz®leges7Az r1, . . . , rn ra
ionális számokat szokás a twistelt dimenzió karakterisztikáinak, míg
g-t a génuszának nevezni.8Ez az összefüggés a twistelt dimenzió elnevezés magyarázata.



5.4. FROBENIUS�SCHUR-INDIKÁTOROK 59komplex értékeket vehetnek fel. Nagyon érdekes kérdés annak vizsgálata,hogy a moduláris adatok konziszten
iája milyen megszorításokat jelent atwistelt dimenziók lehetséges értékeire [14, 84℄.Visszatérve a permutá
iós orbifold fúziós szabályait megadó (5.24) kép-letre, és összehasonlítva a twistelt dimenziók (5.26) de�ní
ióját az (5.25)kifejezéssel, arra a következtetésre jutunk, hogy a permutá
iós orbifold (álta-lánosított) fúziós szabályai el®állnak az orbifoldizá
ió el®tti C elmélet twisteltdimenzióinak polinomiális kifejezéseiként. A 3.2 alfejezet terminológiája sze-rint a twistelt dimenziók alkotják a fúziós szabályok multipletjét, ez magya-rázza szerepüket a permutá
iós orbifoldok elméletében. Mitöbb, a twisteltdimenziók összessége önmaga multipletje, vagyis a permutá
iós orbifold min-den twistelt dimenziója kifejezhet® az orbifoldizá
ió el®tti elmélet twisteltdimenziói segítségével. Megjegyezzük, hogy a twistelt dimenzióknak létezikegy topológiai interpretá
iója is, amely fontos szerepet játszik a véges rend¶leképezési osztályok ábrázolási operátorainak nyomait kifejez® tra
e formulákvizsgálatában [14, 18℄.5.4. Frobenius�S
hur-indikátorokEgy konform térelmélet primér tereit jellemz® numerikus inavariánsok közöttfontos szerepet töltenek be a Frobenius�S
hur-indikátorok [7℄. Az eredetiértelmezés szerint ezek a kétpont-függvények szimmetriáját jellemzik. Egyadott p primér tér kétpont-függvénye 
sak akkor nem zérus, ha a primér térmegegyezik önmaga töltéskonjugáltjával, vagyis p = p. Ebben az esetbenmég mindig két lehet®ség adódik: a kétpont-függvény a braiding-operátorhatására vagy önmagába megy át, vagy el®jelet vált. Az els® esetben aprimér tér νp Frobenius�S
hur-indikátora +1, míg a másodikban −1, illetveértéke zérus, amennyiben p 6= p. Mint azt a 6.2 alfejezetben látni fogjuk,az indikátorok határozzák meg a Klein-pala
k amplitúdó alakját diagonálismodulárinvariáns esetén.



60 FEJEZET 5. KARAKTEREK ÉS MODULÁRIS ADATOKDönt® jelent®ség¶ az a felismerés, hogy a Frobenius�S
hur-indikátorok ér-tékét teljes mértékben meghatározzák a moduláris adatok [7℄. Megmutathatóugyanis, hogy
νp =

∑

q,r

NpqrS0qS0r

(
ωq
ωr

)2

. (5.28)A fenti eredmény nem
sak egyszer¶ módszert szolgáltat az indikátorok szá-molására, de egy nemtriviális konziszten
ia-feltételt is ad moduláris adatokra:az (5.28) képlet jobb oldalán szerepl® mennyiségek 
sak a ±1 és 0 értékeketvehetik fel!Mivel a C ≀ Ω permutá
iós orbifold moduláris adatait ki tudjuk fejezni a
C elmélet adataival, ezért az (5.28) segítségével az indikátorokat is meghatá-rozhatjuk. Az így kapott bonyolult kifejezésb®l megfelel® átalakítások révénegy olyan alakra jutunk, amelyben már 
sak a C primér tereinek indikátoraiszerepelnek. A végs® eredmény az, hogy a (p, φ) ∈ IΩ reprezentáns általjellemzett primér tér indikátora [9℄

ν(p,φ) =
1

|Ωp|

∑

(x,y)∈Ω
〈2〉
p

φ (x, y2)
∏

ξ∈O(x,y)

N (p, ξ) , (5.29)ahol
Ω〈2〉
p =

{
(x, y) ∈ Ω2 | x, y2 ∈ Ωp, xy = yx−1

}
, (5.30)és N (p, ξ) jelentése a következ®: az xy = yx−1 feltételnek eleget tev® x és ypermutá
iók által generált 
soport ξ ∈ O (x, y) pályáin az x és y2 által gene-rált 
soport vagy tranzitívan hat, vagy két, ξ+-szal és ξ−-szal jelölt pályárabontja azt. Az els® esetben N (p, ξ) = νp(ξ) a p (ξ) primér tér indikátora,míg a második esetben N (p, ξ) egyenl® 1-gyel ha p (ξ+) és p (ξ−) egymástöltéskonjugáltja, ellenkez® esetben pedig zérus.Vegyük észre, hogy az (5.30) képletben szerepl® xy = yx−1 feltétel nemmás, mint a Klein-pala
k fundamentális 
soportjának de�niáló relá
iója (agenerátorok szokásos megválasztása esetén), ami világos utalás a Klein-pala
k
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hur-indikátorok kap
solatára, amit részleteseb-ben is megvizsgálunk majd a 6.2 alfejezetben.
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6. fejezetOrbifold-kovarian
ia ésalkalmazásaiAz orbifold-kovarian
ia elve egy látszólag tautologikus állítás, amely aztmondja ki, hogy mivel egy konform térelmélet bármely permutá
iós orbi-foldja maga is egy konzisztens konform térelmélet, ezért bármely olyan ál-lítás, amely igaz minden konform térelméletre, szükségszer¶en igaz mindenpermutá
iós orbifoldra is. Kombinálva a 3. fejezetben megismert alaptu-lajdonságokkal, az orbifold-kovarian
ia elve egy nagyon hatékony módszera konform térelméletek mélyebb tulajdonságainak tanulmányozására, amintazt e fejezetben igyekszünk illusztrálni.6.1. Az orbifold-kovarian
ia elveEmlékezzünk vissza a 2. fejezetben tett fontos megállapításra: egy konzisz-tens konform térelmélet bármely permutá
iós orbifoldja maga is konzisztenskonform térelmélet. Következésképpen, ha egy összefüggés teljesül bármelykonform térelméletben, akkor teljesülnie kell bármely permutá
iós orbifold-ban is. Ez a látszólag semmitmondó állítás valójában rendkívül hatékonyeszközzé válik, ha összevetjük a 3. fejezetben ismertetett tulajdonságokkal,63



64 FEJEZET 6. ORBIFOLD-KOVARIANCIA ÉS ALKALMAZÁSAIlegf®képp az univerzalitással.Az elv alkalmazásának szemléltetésére tegyük fel, hogy sikerül megmu-tatni két jellemz® mennyiség, mondjuk A és B egyenl®ségét a konform invari-an
ia következményeként: persze feltesszük, hogy A és B különböz® mennyi-ségek, vagyis a konform invarian
ia hiányában általában nem egyenl®ek1. Ezazt jelenti, hogy teljesül
A (C) = B (C) (6.1)minden C konform térelméletre, ahol A (C) jelöli az A, míg B (C) a B értékét

C-ben. Az orbifold-kovarian
ia elve alapján a fenti egyenl®ségnek teljesülniekell a C bármely Ω twist-
soporttal képzett permutá
iós orbifoldjában, azaztetsz®leges Ω permutá
ió
soportra fennáll, hogy
A (C ≀ Ω) = B (C ≀ Ω) . (6.2)Viszont az univerzalitás révén tudjuk (lásd 3.2 alfejezet), hogy a (6.2) egyen-l®ség mindkét oldalán szerepl® mennyiségek kifejezhet®k a C elmélet jellemz®isegítségével:

A (C ≀ Ω) = AΩ [A1 (C) , . . . , An (C)] (6.3)és
B (C ≀ Ω) = BΩ [B1 (C) , . . . , Bm (C)] , (6.4)ahol A1, . . . , An az A, míg B1, . . . , Bm a B jellemz® multipletje. A fentiösszefüggéseket �gyelembe véve végül arra jutunk, hogy

AΩ [A1 (C) , . . . , An (C)] = BΩ [B1 (C) , . . . , Bm (C)] , (6.5)ami már a C elmélet jellmz®i közötti új összefüggés. Másszóval, amennyi-ben (6.1) fennáll minden konform elméletben, akkor (6.5) is szükségszer¶enteljesül tetsz®leges Ω permutá
ió
soport esetén. Az AΩ és BΩ funk
ioná-1Például vehetjük A-nak a moduláris S mátrixot, míg B-nek annak transzponáltját:ezekr®l tudjuk, hogy egyenl®ek minden konform térelméletben.
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iók univerzalitása, vagyis C-t®l való függetlensége itt dönt® szerepetjátszik.Bizonyos esetekben nem kapunk semmi érdemlegeset: (6.1) automatiku-san maga után vonja (6.5) teljesülését. De az esetek dönt® többségében új,nemtriviális összefüggésekre jutunk, amelyek száma elvileg végtelen, mivel Ωtetsz®leges. Az elv fenti formájának alkalmazására a következ® alfejezetbenmutatunk majd példát. Szeretnénk hangsúlyozni, hogy nem 
sak (6.1) típusúegyszer¶ összefüggések esetén alkalmazható az elv: �zikai jellemz®k közöttitetsz®leges relá
ióból új, más jellemz®k közötti relá
iók származtathatók, lé-nyegében me
hanikus módon.A fent ismertetett meggondolások alkotják az orbifold-kovarian
ia al-kalmazásának alapját. Még hatékonyabb eszközhöz jutunk amennyiben azorbifold-kovarian
ia elvét egy redu
tio ad absurdum típusú gondolatmenetteltársítjuk. Tegyük ugyanis fel, hogy bizonyos tulajdonság teljesülését akar-juk megmutatni konform térelméletekre. Ekkor egy olyan hipotétikus elmé-letb®l kiindulva, melyre nem teljesül az adott tulajdonság, gyakran kimu-tatható, hogy az elmélet egy megfelel®en választott permutá
iós orbifoldjanem tesz eleget valamely már ismert konziszten
ia-feltételeknek. Az orbifold-kovarian
ia elve alapján levonhatjuk a következtetést, hogy az eredeti elmé-let se lehetett konzisztens, teljessé téve a redu
tio ad absurdumot. Ilyentípusú gondolatmenetre példa a kongruen
ia-rész
soport tulajdonság bizo-nyítása (lásd 6.3 alfejezet).6.2. A Pradisi�Sagnotti�Stanev-sejtésEddigi vizsgálataink során a konform térelméleteket mindig 
sak irányíthatófelületeken tekintettük, pedig bizonyos alkalmazásokhoz elengedhetetlen anemirányítható világleped®k �gyelembevétele: ilyen például a nem irányítotthúrok dinamikájának leírása, modern szóhasználattal az orientifold projek-
iók kérdése. Természetesen egy nemirányítható felületen is értelmezhet® a



66 FEJEZET 6. ORBIFOLD-KOVARIANCIA ÉS ALKALMAZÁSAIkonform transzformá
iók fogalma, és egy konform invariáns térelmélet korre-látorainak a térid® metrikájának konform ekvivalen
ia-osztályától való füg-gése. Els® ránézésre problémát okoz, hogy megsz¶nik az irányítható esetbenoly gyümöl
söz® kap
solat a komplex függvénytannal: egy komplex struktúraegy természetes irányítást határoz meg, így nemirányítható felületen nem ér-telmezhet®. Mint látni fogjuk rövidesen, ez a nehézség 
sak látszólagos.A nemirányítható felületek topológia osztályozása hasonlít az irányíthatóesethez: továbbra is egy nemnegatív egész szám, a g génusz különbözteti mega felületeket, mely meghatározza a felület Euler-karakterisztikáját. Nulla gé-nuszú a projektív sík, amelyen az összes Riemann-metrika konform ekviva-lens, következésképpen ez az eset nem túl érdekes, hiszen a vákuum-vákuumamplitúdó mindössze egy szám, amelyet teljesen meghatároznak a szingulárismetrikákra érvényes faktorizá
iós összefüggések.Az els® nemtriviális eset g = 1-nek, a Klein-pala
knak felel meg (6.1.ábra). Ez azért különösen fontos, mert ez határozza meg az orientifold pro-jek
iók járulékát a tórusz partí
iós függvényhez. A leírás alapja az az észrevé-tel, hogy bármely nemirányítható felületnek létezik egy két level¶ irányíthatófedése, a felület úgynevezett S
hottky-duplája. Mi több, a felület metrikája,pontosabban annak konform ekvivalen
ia-osztálya, indukál egy jól meghatá-rozott metrikát a S
hottky-duplán. Ezáltal lehet®vé válik, hogy a nemirá-nyítható felület metrikáját a S
hottky-dupláján indukált metrika (konformekvivalen
ia-osztálya) segítségével jellemezzük.Fontos megjegyezni, hogy a S
hottky-duplán indukált metrikák nem le-hetnek akármilyenek: például a Klein-pala
k S
hottky-duplája egy kétdimen-ziós tórusz, melynek metrikáját jellemz® moduláris paraméter szükségszer¶entiszta képzetes, vagy legalábbis egy megfelel® moduláris transzformá
ióvaltiszta képzetessé tehet®. Ez többek közt azt jelenti, hogy a Klein-pala
konértelmezett metrikák konform ekvivalen
ia-osztályait nem egy komplex, ha-nem egy t valós paraméterrel különböztethetjük meg, így egy ilyen világlepe-d®n a vákuum-vákuum amplitúdó értéke � a K (t) Klein-amplitúdó � szintén
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6.1. ábra. A Klein-pala
k oldalmetszetben.egy valós változó függvénye.Természetes módon merül fel a kérdés, hogy a Klein-amplitúdó kap
so-latba hozható-e a már korábban megismert �zikai jellemz®kkel. Kiterjedtnumerikus vizsgálatok eredményeként Pradisi, Sagnotti és Stanev fogalmaz-ták meg azt a sejtést [74℄, hogy amennyiben az elmélet diagonális, vagyistórusz partí
iós függvénye el®áll a primér terek királis karaktereinek abszolútértékei négyzetösszegeként,
Z (τ) =

∑

p

|χp (τ)|2 , (6.6)



68 FEJEZET 6. ORBIFOLD-KOVARIANCIA ÉS ALKALMAZÁSAIakkor a Klein-amplitúdó kifejezhet® a primér terek királis karaktereinek Fro-benius�S
hur-indikátorokkal súlyozott összegeként:
K (t) =

∑

p

νpχp (it) . (6.7)Érdemes megemlíteni, hogy Pradisi et al. sejtésüket még a Frobenius�S
hur-indikátorok fogalmának bevezetése el®tt fogalmazták meg, expli
it kifejezéstadva a (6.7) összefüggésben szerepl® együtthatókra, melynek megfelel® át-alakításával az indikátorokat meghatározó (5.28) képlet adódik.Az orbifold-kovarian
ia elvének els® alkalmazása annak megmutatása volt,hogy az konzisztens a Pradisi�Sagnotti�Stanev-sejtéssel, ezáltal meggy®z®eviden
iát szolgáltatva a sejtés igaz voltára [9℄. Tekintsük át röviden az ide-vezet® gondolatmenetet.A permutá
iós orbifoldokra vonatkozó általános elvek lehet®vé teszik aKlein-amplitúdó számolását. Mivel egy vákuum-vákuum amplitúdóról vanszó, ezért twist-terek nem lépnek fel, így a Klein-pala
k nemrami�kált fedé-seit kell vizsgálnunk. Ezek kétfélék lehetnek: egyrészt Klein-pala
kok (másmetrikával), másrészt kétdimenziós tóruszok. Ennek megfelel®en a Klein-amplitúdó nem önmagában alkot egy multipletet, hanem 
sak a tórusz partí-
iós függvénnyel együtt. Amennyiben K-val jelöljük a C konform térelméletKlein-amplitúdóját, Z-vel a tórusz partí
iós függvényét, és KΩ-val a C ≀ Ωpermutá
iós orbifold Klein-amplitúdóját, akkor a 2. és 4. fejezetekben ismer-tetett általános elvek alapján megmutatható, hogy
KΩ (t) =

1

|Ω|

∑

x,y∈Ω

xy=yx−1

∏

ξ∈O(x,y)

Kξ (t) , (6.8)ahol az összegzés a Klein-pala
k fundamentális 
soportjából az Ω twist-
soportba képz® homomor�zmusokra terjed ki (ezeket jellemzi a xy = yx−1feltételt kielégít® (x, y) pár), O (x, y) jelöli az x és y által generált permutá-
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ió
soport pályáinak összességét, és egy adott ξ pályára
Kξ (t) = K

(

|ξ|

λ2
ξ

t

) (6.9)illetve
Kξ (t) = Z

(

|ξ|

2λ2
ξ

it

) (6.10)attól függ®en, hogy a fedés ξ-nek megfelel® összefügg® komponense egy Klein-pala
k vagy egy tórusz: e két esetet az különbözteti meg, hogy az x és y2által generált 
soport tranzitíven hat-e a ξ-n vagy sem. Mindkét esetben λξjelöli a ξ-ben található y2 pályák (közös) hosszát.A (6.8) képlet alapján számolható a permutá
iós orbifold Klein-amplitú-dója. Most vizsgáljuk meg, hogy hogyan kap
solódik ez az eredmény Pradisiet al. sejtéséhez. Mivel a Klein-amplitúdó multipletje tartalmazza a tóruszpartí
iós függvényt, ezért a 6.1 alfejezetben vázolt gondolatmenet egyik sze-repl®je az
A =

(

Z (τ)

K (t)

)kétkomponens¶ mennyiség. A sejtés alapján ez bármely konform térelmélet-ben egyenl® a
B =

( ∑

p |χp (τ)|2
∑

p νpχp (it)

)mennyiséggel: az els® komponensek egyenl®sége abból adódik, hogy 
sakdiagonális elméleteket tekintünk, míg a második komponensek egyenl®ségemaga a sejtés. Az orbifold-kovarian
ia elve szerint az A = B egyenl®ség fenn-áll minden permutá
iós orbifoldban. De a fentiek alapján meghatározhatóaz A kifejezése egy tetsz®leges Ω twist-
soportú orbifoldban, és a 5. fejezetereményeinek felhasználásával a B mennyiségé is (hiszen mind a királis ka-rakterek, mind a Frobenius�S
hur-indikátorok kifejezése ismert, lásd (5.7) és(5.29) képleteket). A két kifejezés összehasonlításával, megfelel® átalakítá-



70 FEJEZET 6. ORBIFOLD-KOVARIANCIA ÉS ALKALMAZÁSAIsok elvégzése után az a következtetés vonható le, hogy a Pradisi�Sagnotti�Stanev-sejtés konzisztens az orbifold-kovarian
ia elvével.Persze a fenti gondolatmenet nem bizonyítja a sejtést, 
sak azt mutatjameg, hogy nem mond ellent az orbifold-kovarian
ia elvének. De ez már ön-magában egy rendkívül er®s érvnek tekinthet® a sejtés igaz volta mellett.6.3. A kongruen
ia-rész
soport tulajdonságAz 1980-as évek második felében a konform térelmélet rohamos fejl®désenment keresztül. Ekkor ismerték fel az elmélet máig meghatározó jelent®ség¶alapelveit, mint a holomorf faktorizá
ió vagy a modulárinvarian
ia, másrésztmodellek egész sorát vizsgálták meg az újonnan kifejlesztett eszközök se-gítségével. Különös jelent®ségre tettek szert a ra
ionális elméletek 2. Bára konform térelméletek többsége nem ra
ionális, mégis sok, az alkalmazá-sok szempontjából fontos elmélet ebbe az osztályba esik. Egy másik indok ara
ionális elméletek iránti különös �gyelemre az, hogy az ®ket de�niáló véges-ségi feltétel nagy mértékben egyszer¶síti a vizsgálatukat, például a holomorfblokkok terei, illetve a moduláris ábrázolás véges dimenziós ezen elméletek-ben. Sokáig élt a remény, hogy a ra
ionális elméletek egyszer¶ elvek alapjánosztályozhatóak, a Virasoro minimál-modellek mintájára. Bár a ra
ionális el-méletek osztályozása mindmáig megoldatlan feladat, kétségtelen tény, hogyezen modell-osztályon belül van a legtöbb remény a sikerre.Az egyes ra
ionális elméletek moduláris adatainak analízise több alap-vet® felismeréshez vezetett, ezek közül a legfontosabbakat már áttekintettüka Verlinde-tétel tárgyalása során (lásd 5.2 alfejezet). Mivel a moduláris ada-tok az SL2(Z) moduláris 
soportnak egy ábrázolását határozzák meg a (5.9)moduláris relá
ió következtében, természetesen merül fel a kérdés, hogy mitlehet mondani eme moduláris ábrázolás tulajdonságairól. A konkrét model-lek moduláris adatainak vizsgálata során erre vonatkozólag többféle hipotézis2Emlékeztet®ül, ezeket az jellemzi, hogy 
sak véges sok primér térrel rendelkeznek.



6.3. A KONGRUENCIA-RÉSZCSOPORT TULAJDONSÁG 71született: ezek egyike szerint a moduláris ábrázolás képe, vagyis az S és Táltal generált mátrix
soport véges. Egy ennél sokkal er®sebb sejtés szerinta moduláris ábrázolás magja egy kongruen
ia-rész
soport, azaz létezik olyan
N pozitív egész, hogy a

Γ (N) =
{(

a b

c d

)

∈ SL2(Z) |
(
a b

c d

)

≡
(

1 0

0 1

)

(modN)
} (6.11)úgynevezett prin
ipális kongruen
ia-rész
soport minden egyes elemét az egy-ségmátrix ábrázolja. Ez a híres, majd másfél évtizedig eldöntetlen kongruen
ia-rész
soport sejtés [46, 21, 32℄. Mivel a prin
ipális kongruen
ia-rész
soportindexe véges, ezért a sejtés nyilván implikálja a moduláris ábrázolás képénekvégességét.A kongruen
ia-rész
soport tulajdonság fennállását végül az orbifold-ko-varian
ia elvének és az úgynevezett Galois-hatás elméletének kombinálásávalsikerült belátni. A bizonyítás alapgondolatának megértéséhez el®ször tekint-sük át a Galois-hatás elméletének legfontosabb elemeit [34, 31, 32℄.A korábban ismertetett Verlinde-tétel súlyos megszorításokat jelent a le-hetséges moduláris adatokra. Mivel megfogalmazásában szerepel egy kitün-tetett bázis, a királis karakterek bázisa, ezért nem 
sak az ábrázolási mátri-xoknak, de azok egyes mátrixelemeinek is invariáns �zikai jelentés tulajdonít-ható, így értelmes az a kérdés, hogy mit lehet mondani az egyes mátrixelemekszámelméleti tulajdonságairól.Abból a tényb®l, hogy a (5.10) Verlinde-formula jobb oldalán szerepl®mennyiségek egész számok, megmutatható, hogy ha tekintjük azt az F szám-testet amit úgy kapunk, hogy a Q ra
ionális számtesthez hozzávesszük azösszes moduláris mátrix minden egyes mátrixelemét, akkor F a Q-nak egynormális b®vítése. Felhasználva az S mátrix szimmetriáját az is megmutat-ható, hogy az F egy ábeli b®vítés, másszóval Galois-
soportja kommutatív.Krone
ker és Weber híres tétele szerint a ra
ionális számok minden ilyen b®-vítése 
iklotomikus, vagyis létezik olyan N pozitív egész, hogy F ⊂ Q [ζN ],ahol ζN = exp (2πi/N) egy primitív N-edik egységgyök [66℄. A legkisebb,



72 FEJEZET 6. ORBIFOLD-KOVARIANCIA ÉS ALKALMAZÁSAIennek a feltételnek eleget tev® N számot nevezzük az elmélet konduktorának.Világos a fentiekb®l, hogy a T Dehn-twist rendje osztja az N konduktort.A Q [ζN ] /Q b®vítés Galois-
soportja jól ismert: elemei a σl Frobenius-leképezések, ahol l egy primitív maradékosztály modulo N (azaz egy olyanmaradékosztály, melynek elemei relatív prímek N-nel), és a σl automor�zmushatását a
σl (ζN) = ζ lN (6.12)képlet határozza meg. A Galois-
soport izomorf a primitív maradékosztályok

(Z/NZ)× multiplikatív 
soportjával [66℄.Természetesen a σl Frobenius-leképezések automor�zmusai a F/Q b®ví-tésnek is, ezért vizsgálhatjuk hatásukat a moduláris mátrixelemeken. Mivel
T véges rend¶ és diagonális, így nemzérus mátrixelemei egységgyökök, ezért

σl (T ) = T l . (6.13)Az S mátrixelemeinek transzformá
iója már bonyolultabb, de a Verlinde-tétel alapján megmutatható, hogy minden l primitív maradékosztályra léte-zik olyan Gl mátrix, az úgynevezett Galois-mátrix, hogy
σl (S) = SGl (6.14)teljesül. Az igazán lényeges felismerés az, hogy � megint 
sak a Verlinde-tételkövetkeztében � a Gl Galois-mátrixok ortogonálisak és monomiálisak, vagyisminden egyes sorukban és oszlopukban 
sak egy nem-zérus elem szerepel,amelynek értéke 
sak ±1 lehet [31℄.A fent ismertetett eredmények képezik a Galois-hatás elméletének alap-jait. Hangsúlyoznunk kell, hogy ezek mind a Verlinde-tétel következményei,vagyis teljesülnek minden konzisztens ra
ionális elméletben. A kongruen
ia-rész
soport tulajdonság bizonyítása azon az észrevételen alapszik, hogy fel-téve egy olyan ra
ionális elmélet létezését, amely moduláris ábrázolásánakmagja nem kongruen
ia-rész
soport, akkor annak egy megfelel®en választott



6.3. A KONGRUENCIA-RÉSZCSOPORT TULAJDONSÁG 73permutá
iós orbifoldjában � ahol a twist-
soport ZN , az elmélet kondukto-rával megegyez® rend¶ 
iklikus permutá
ió által generált 
soport � a Galois-mátrixok nem rendelkeznek a fent felsorolt tulajdonságokkal. Minthogy azorbifold-kovarian
ia elve szerint a permutá
iós orbifoldnak konzisztensnekkéne lennie, ezért teljes a redu
tio ad absurdum [13℄.Valójában a fent vázolt gondolatmenet a kongruen
ia-rész
soport tulaj-donságnál er®sebb eredményekre vezet [13℄. Többek közt lehet®vé teszi a GlGalois-mátrixok és a T Dehn-twist fel
serélési szabályának meghatározását,melynek alakja
G−1
l TGl = σ2

l (T ) . (6.15)Ezen összefüggés következményeként megmutatható, hogy1. Az elmélet N konduktora megegyezik a T Dehn-twist rendjével;2. Az összes moduláris mátrixelemet tartalmazó legkisebb F számtestmegegyezik a teljes Q [ζN ] 
iklotomikus testtel;3. Adott számú primér tér (vagyis adott dimenziójú moduláris ábrázolás)esetén az elmélet N konduktora felülr®l korlátos, így 
sak véges sok kü-lönböz® értéket vehet fel. Ennek következményeként a T Dehn-twistreis 
sak véges sok lehet®ség adódik.Egy másik, az el®z®ekt®l független következménye az analízisnek az, hogy� M-mel jelölve az ( a b
c d

) moduláris transzformá
ió ábrázolási mátrixát, ésfeltéve, hogy d és az N konduktor relatív prím �
σd (M) = T bS−1T−cSGd . (6.16)Ez az eredmény egyrészt nagyon e�ektív módszert szolgáltat a modulárismátrixelemek gyors meghatározására, több nagyságrenddel 
sökkentve a szá-mítások bonyolultságát, másrészt lehet®vé teszi a moduláris ábrázolás mag-jának részletes jellemzését.



74 FEJEZET 6. ORBIFOLD-KOVARIANCIA ÉS ALKALMAZÁSAIA legelegánsabb eredmények az úgynevezett projektív magra vonatkoznak[12℄, mely mindazon moduláris transzformá
iókból áll, amelyek ábrázolásimátrixa az egységmátrix skalárszorosa3. Jelölje ugyanis K a T mátrix pro-jektív rendjét (vagyis a legkisebb pozitív számot, melyre TK skalármátrix),és legyen h mindazon maradékosztályok (modulo N) halmaza, melyekre amegfelel® Galois-mátrix skaláris:
h =

{
l ∈ (Z/NZ)× |Gl = ±1

}
. (6.17)Mivel K osztója az N konduktornak, ezért h elemeit redukálhatjuk modulo

K, ezáltal (Z/KZ)×-beli maradékosztályokra jutva, melyek halmazát hK-valfogjuk jelölni. Ekkor a
Γ (K, hK) =

{(
a b

c d

)

∈ SL2(Z) | a, d ∈ hK , b, c ≡ 0 (mod K)
} (6.18)úgynevezett Shimura-
soport egy maximum 2 index¶ rész
soportja a projek-tív magnak, azaz vagy megegyezik vele (ez történik az esetek dönt® többségé-ben), vagy annak a felét adja ki. Ez utóbbi eset a konform térelméletek külö-nösen érdekes és jelent®s szimmetriáinak, az úgynevezett Galois-áramoknaka létezésével kap
solatos [12℄.

3Világos, hogy a valódi mag véges index¶ normális rész
soportja a projektív magnak.



7. fejezetÖsszegzés és kitekintésMint azt már az értekezés bevezetésében is igyekeztünk hangsúlyozni, a per-mutá
iós orbifoldok elmélete több különféle �zikai és matematikai disz
iplínatalálkozási pontjában helyezkedik el. Egyrészt a mértékszimmetriák általá-nos elméletének egy (nagyon) spe
iális alfejezete, ahol diszkrét permutá
iósszimmetriák hatását vizsgáljuk kétdimenziós konform térelméletekkel leír-ható dinamikájú rendszereken. Másrészt úgy is tekinthetjük az elméletet,mint a konform térelméleti orbifold modelleknek azt a részesetét, amikor atwist-
soport egy permutá
ió
soport. Bármely megközelítést is válasszuk,az elmélet f® erénye, hogy megoldható, azaz expli
it módon leírható az or-bifoldizá
ió hatása, méghozzá univerzálisan, vagyis az orbifoldizált rendszerdinamikájának részletes ismerete nélkül. Ebb®l a szempontból egészen egye-dülálló az elmélet.A másik f® szempont, amely a permutá
iós orbifoldok iránti érdekl®déstmotiválja, hogy kiterjedt az alkalmazásaik köre: a másodkvantált húrelméle-tek leírásától a kongruen
ia-rész
soport tulajdonság bizonyításáig, hogy 
saka legfontosabbakat említsük. Valójában a fent felsoroltak 
sak töredékét ad-ják az elmélettel kap
solatban felmerül® lehetséges alkalmazásoknak, melyekegyikére-másikára rövidesen kitérünk.Az értekezés megpróbálta felvázolni az elmélet legf®bb eredményeit és az75



76 FEJEZET 7. ÖSSZEGZÉS ÉS KITEKINTÉSazok megértéséhez elengedhetetlen matematikai fogalmak hátterét. Hangsú-lyosan szerepelt az elmélet mögött meghúzódó geometriai kép, a világleped®fedéseivel kap
solatos meggondolások. Mivel az elmélet kifejtéséhez szük-séges matematikai fogalmak nem mind közismertek, ezért három függelékfoglalta össze az olyan témákat, mint a koszorú-szorzatok és az orbifold-transzformá
ió, a Riemann-felületek és modulusaik fogalma, a felületek fe-déseinek elmélete, illetve a 
soportduplák struktúra-, ábrázolás- és karak-terelmélete. Remélhet®leg ezek segítenek a kevésbé ismert fogalmakkal éseredményekkel kap
solatos kérdések tisztázásában.Mint azt az értekezés folyamán végig hangsúlyoztuk, az elmélet legfon-tosabb tulajdonsága az, hogy egzaktul megoldható. Ezen túlmen®en kétolyan fontos alaptulajdonsággal rendelkezik, amelyek dönt® szerepet játsza-nak mind az elmélet felépítésében, mind az alkalmazásokban. Ezek a tranzi-tivitás, amely a szuk
esszív orbifoldizá
ió eredményét írja le, és az univerzali-tás, amely az orbifoldizált elmélett®l való függés mikéntjét jellemzi: részletesismertetésük a 3. fejezet tárgya.A rákövetkez® fejezetek az elmélet legfontosabb eredményeit foglaljákössze. Részletesen tárgyalják a partí
iós függvények szerkezetét, beleértvea magasabb génuszok esetét, a primér terek osztályozását, a királis karak-tereket és azok moduláris tulajdonságait, a fúziós együtthatókat, stb. Ezeneredmények alkotják az értekezés gerin
ét, és szolgálnak alapul az alkalma-zásokhoz.Az utolsó fejezet az orbifold-kovarian
iával kap
solatos megfontolásokatmutatja be, és illusztrálja eme rendkívül hatékony vizsgálati módszer al-kalmazását két esetben, a Pradisi�Sagnotti�Stanev-sejtés és a kongruen
ia-rész
soport tulajdonság igazolásában. Ezen utóbbi fontos eredmény bizonyí-tásában betöltött szerep már önmagában igazolja a permutá
iós orbifoldokvizsgálatának jogosultságát.Mint korábban említettük, az elméletnek több poten
iális alkalmazása jö-het számításba. Az egyik lehet®ség bonyolult konform térelméletek jellemz®-



77inek származtatása egyszer¶bb elméletek vizsgálata révén. Ez azon a felisme-résen alapszik, hogy szeren
sés esetben egy (ra
ionális) konform térelméletetmár viszonylag kevés adat egyértelm¶en meghatároz. Például Cappelli ésd'Appollonio megmutatták [27℄, hogy az Ising-modell harmadfokú tranzitívpermutá
iós orbifoldjai egyértelm¶en azonosíthatók bizonyos szuperkonformelméletekkel, kizárólag a primér terek osztályozását és a moduláris adato-kat �gyelembe véve. Míg az Ising-modellr®l b®séges ismeretanyag áll ren-delkezésre, a fent említett szuperkonform modellek esetén már a partí
iósfüggvények számolása is bonyolult feladat: viszont a fenti azonosítás révénaz eredmény egyszer¶ módon kifejezhet® az Ising-modell megfelel® adatai-nak segítségével, dönt® módon leegyszer¶sítve ezen szuperkonform modellekvizsgálatát. Általában is elmondható, hogy egy konform térelméletnek per-mutá
iós orbifoldként való beazonosítása, bár messze nem triviális feladat,de alapvet® egyszer¶sítést jelent az elmélet tárgyalásában.Egy másik poten
iális alkalmazás a �Holdvilág� jelenségével kap
solatos[80, 30℄, amire többször is utaltunk az értekezés során. Bár a 90-es évek dere-kán Bor
herds bebizonyította a Moonshine-sejtéseket [24℄ � amit rövid id®nbelül Fields Medal-lal honoráltak �, de mint azt egyre többen hangoztat-ják az utóbbi években [58℄, a jelenséget magát nem magyarázta meg. Hogyszoros kap
solat áll fenn az orbifold modellekkel, azt viszonylag korán felis-merték [42, 4, 81℄, de mindmáig nem sikerült �zikai értelmet adni az egyiklegfontosabb kérdéskörnek, az úgynevezett repliká
iós formulák létének (ame-lyek a Bor
herds-féle bizonyításban is dönt® szerepet játszottak). Egyre többjel utal arra, hogy a repliká
iós formulák a Moonshine-orbifold szimmetrikusszorzataival kap
solatosak, ezáltal esetleg lehet®vé téve az egész problémakör�zikai interpretá
ióját.Végül mindenképpen szót kell ejteni az elmélet egyik legfontosabb alkal-mazásáról � amit részben érintettünk az értekezésben �, a húrok másodkvan-tálásának problematikájáról, illetve általánosabb értelemben a szimmetrikusszorzatok elméletér®l. E témának már kiterjedt irodalma van [37, 16, ?, 70,



78 FEJEZET 7. ÖSSZEGZÉS ÉS KITEKINTÉS71, 20℄, és továbbra is intenzíven vizsgálják, ezért részletes ismertetése messzetúlmutatna az értekezés keretein. Bár sok fontos kérdésre ismert a válasz, dea szimmetrikus szorzatok elmélete messze nem tekinthet® lezártnak, amintazt az irántuk megnyilvánuló lankadatlan érdekl®dés is bizonyítja.



A. FüggelékKoszorú-szorzatok és azorbifold-transzformá
ióA jelen függelékben vázoljuk a koszorú-szorzatok de�ní
ióját és néhány fontostulajdonságát, és áttekintjük az orbifold-transzformá
ió elméletének alapjait,különös tekintettel a konform térelméleti alkalmazásokkal kap
solatos ered-ményekre.A.1. Koszorú-szorzatokLegyen X és Y két (véges) halmaz, ω ∈ SY az Y egy permutá
iója, míg
φ : Y → SX egy tetsz®leges leképezés Y -ból az X feletti SX szimmetrikus
soportba (más szóval φ az Y minden egyes eleméhez az X-nek egy permu-tá
ióját rendeli). Ekkor ω-hoz és φ-hez hozzárendelhet® az X×Y Des
artes-szorzatnak egy φ ≀ ω-val jelölt permutá
iója, amely az alábbi módon hat az
X × Y Des
artes-szorzat elemein:

φ ≀ ω : (x, y) 7→ (φ (y)x, ωy) . (A.1)Egyszer¶ ellen®rizni, hogy φ ≀ω valóban az X × Y -nak egy permutá
iója,79



80 FÜGGELÉK A. AZ ORBIFOLD-TRANSZFORMÁCIÓazaz egy önmagára való bijektív leképezése. A fenti de�ní
ióval egy
(SX)Y × SY → SX×Y

(φ, ω) 7→ φ ≀ ωleképezést értelmeztünk, ahol szokás szerint BA jelöli az A-ból B-be viv®leképezések összességét.A φ ≀ ω alakú permutá
iók hatása a következ®képpen szemléltethet®: egypakli kártyát akarunk megkeverni (vagyis lapjait permutálni egymással), denem az egész paklit keverjük egyszerre, hanem el®ször felosztjuk egyenl®nagyságú részekre, majd mindegyik részt külön-külön és egymástól teljesenfüggetlenül megkeverjük, végül az egyes részeket is összekeverjük egymással,de úgy, hogy a lapok sorrendje egy adott részen belül már ne változzon. Szem-léltet® példánkban az Y halmaz a pakli részeinek összessége, az X halmazindexeli az egyes részeken belül található kártyákat � emlékezzünk vissza,hogy minden rész azonos nagyságú �, az ω permutá
ió az egyes részeket ke-veri egymással, míg a φ : Y → SX leképezés jelentése, hogy φ (y) adja megaz y-nal indexelt rész keverését leíró permutá
iót.Legyen most φ1, φ2 ∈ (SX)Y két, Y -ból az SX szimmetrikus 
soportbaviv® leképezés, és ω1, ω2 ∈ SY két permutá
iója Y -nak. Könnyen ellen®riz-het® a de�ní
iók alapján, hogy
(φ1 ≀ ω1) (φ2 ≀ ω2) = (φω2

1 φ2) ≀ (ω1ω2) , (A.2)ahol φω = φ ◦ ω, míg φ1φ2 jelöli a két leképezés pontonkénti szorzatát, azaz
φ1φ2 : Y → SX

y 7→ φ1 (y)φ2 (y) .Valóban, (A.1) alapján egy (x, y) ∈ X × Y párt a φ2 ≀ ω2 permutá
ió a
(φ2 (y)x, ω2y) párba képez, ez utóbbit pedig φ1≀ω1 a (φ1 (ω2y) ◦ φ2 (y)x, ω1 (ω2y))



A.1. KOSZORÚ-SZORZATOK 81párba, ami nem más, mint (φω2
1 φ2 (y)x, ω1ω2y). A (A.2) összefüggés legfon-tosabb következménye, hogy a φ ≀ ω alakú permutá
iók az SX×Y -nak egyrész
soportját alkotják, amelyet szokás SX ≀SY -nal jelölni. Utóbbiról könny¶belátni, hogy valódi rész
soport, vagyis nem állítható el® X × Y mindenpermutá
iója φ ≀ ω alakban, ami egyszer¶en következik például számosságimegfontolásokból, hiszen |SX ≀ SY | = |Y |! (|X|!)|Y |, ami általában kisebb,mint |SX×Y | = (|X| |Y |)!.Amennyiben Ω1 az X halmaznak, míg Ω2 az Y halmaznak egy permutá-
ió
soportja, akkor a φ ∈ ΩY

1 és ω ∈ Ω2 párokhoz rendelt φ ≀ ω permutá
ióknyilván egy rész
soportját alkotják SX ≀ SY -nak, amit az Ω1 és Ω2 permutá-
ió
soportok koszorú-szorzatának nevezünk, és Ω1 ≀ Ω2-vel jelölünk [41℄. Akoszorú-szorzat rendjét a
|Ω1 ≀ Ω2| = |Ω1|

deg(Ω2) |Ω2| (A.3)képlet adja meg, ahol deg (Ω) jelöli az Ω permutá
ió
soport fokszámát, vagyisaz általa permutált halmaz számosságát. Ezzel szemben a fokszámok össze-szorzódnak:
deg (Ω1 ≀ Ω2) = deg (Ω1) deg (Ω2) . (A.4)A koszorú-szorzatok alapvet® tulajdonsága az asszo
iativitás: amennyi-ben Ω1, Ω2 és Ω3 három permutá
ió
soport, akkor az

Ω1 ≀ (Ω2 ≀ Ω3)és
(Ω1 ≀ Ω2) ≀ Ω3permutá
ió
soportok ekvivalensek egymással (azaz nem
sak izomorfak, deegyazon absztrakt 
soport ekvivalens permutá
iós hatásait realizálják). Meg-jegyezzük, hogy a koszorú-szorzat képzése nyilvánvalóan nem kommutatív,amint az egyszer¶ számossági megfontolásokból is következik.



82 FÜGGELÉK A. AZ ORBIFOLD-TRANSZFORMÁCIÓAz alkalmazások szempontjából fontos a koszorú-szorzatok pályáinak le-írása. Belátható ugyanis, hogy az Ω1≀Ω2 minden pályája el®áll ξ×η Des
artes-szorzatként, ahol ξ az Ω1, míg η az Ω2 egy pályája. Valóban, ha tekintjükegy (x, y) ∈ X × Y pont
(Ω1 ≀ Ω2) (x, y) =

{

(φ (y)x, ωy) |φ ∈ (Ω1)
Y , ω ∈ Ω2

}pályáját, akkor ennek a második komponensre vett projek
iója nyilván az
Ω2y pálya, míg az els® komponensre vett projek
ió Ω1x, mivel φ ∈ (Ω1)

Ytetsz®legesen választható. Látható, hogy a pályákon túlmen®en a pályákstabilizátorai is egyszer¶en jellemezhet®k, hiszen
StabΩ1≀Ω2 (x, y) = {φ ≀ ω |ω ∈ StabΩ2 (y) , φ (y) ∈ StabΩ1 (x)} . (A.5)Végül, de nem utolsósorban, a koszorú-szorzatoknak az alkalmazásokszempontjából egyik legfontosabb tulajdonsága, hogy a koszorú-szorzatokbaképez® homomor�zmusok szerkezete viszonylag jól kezelhet®. Legyen ugyanis

G egy tetsz®leges 
soport, míg Λ és Ω két, az X és Y halmazokon ható per-mutá
ió
soport, és tekintsünk egy φ : G → Λ ≀ Ω homomor�zmust. A φhomomor�zmus a G 
soport minden g eleméhez hozzárendeli a Λ ≀Ω koszorú-szorzat egy φ (g) = λ (g) ≀ ω (g) elemét, ahol ω (g) ∈ Ω, míg λ (g) ∈ ΛY .Mivel φ homomor�zmus, ezért az g 7→ ω (g) leképezés egy ω : G→ Ω homo-mor�zmust de�niál; viszont a g 7→ λ (g) leképezés 
sak egy derivá
iót (máselnevezéssel keresztezett homomor�zmust) határoz meg, vagyis egy, a
λ (gh) = λ (g)ω(h) λ (h) (A.6)azonosságnak eleget tev® λ : G→ ΛY leképezést.A λ : G → ΛY derivá
iók a következ®képpen osztályozhatók: jelöljük

O (ω)-val az ω (G) 
soport (az ω homomor�zmus képe) pályáit, illetve Gξ-



A.2. AZ ORBIFOLD-TRANSZFORMÁCIÓ 83vel a ξ ∈ O (ω) pálya stabilizátorát:
Gξ = {g ∈ G |ω (g) ξ∗ = ξ∗} , (A.7)ahol ξ∗ jelöli a ξ pálya egy (tetsz®legesen választott) reprezentánsát. Ekkoregy λ : G → ΛY derivá
ió minden ξ ∈ O (ω) pályához hozzárendel egy

Φξ : Gξ → Λ homomor�zmust és egy olyan ψξ : G/Gξ → Λ leképezést,amelyre ψξ (Gξ) = 1. Fordítva, ha minden egyes ξ ∈ O (ω) pályához adottegy Φξ : Gξ → Λ homomor�zmus és egy olyan ψξ : G/Gξ → Λ leképezés,amelyre ψξ (Gξ) = 1, akkor ezek az adatok egyértelm¶en meghatároznak egy
λ : G → ΛY derivá
iót, ami az ω : G → Ω homomor�zmussal együttesenmeghatároz egy φ : G → Λ ≀ Ω homomor�zmust. Mindezek fontos szerepetjátszanak mind a permutá
iós orbifoldok geometriai interpretá
iójában, mindaz olyan alaptulajdonságok bizonyításában, mint a tranzitivitás és az (A.15)exponen
iális azonosság.A koszorú-szorzatok és ábrázolásaik részletesebb leírása megtalálható aszakirodalomban [67℄. Megjegyezzük, hogy az iterált koszorú-szorzatok sze-repet játszanak az elméleti �zika más területein is, például a rendezetlenrendszerek elméletében, az úgynevezett replikaszimmetria-sértés leírásában[19℄.A.2. Az orbifold-transzformá
ióBár látszólag független, mégis szorosan kap
solódik a koszorú-szorzatok el-méletéhez egy másik 
soportelméleti fogalom, az úgynevezett orbifold-transz-formá
ió, amely alapvet® szerepet játszik a permutá
iós orbifoldok elméleté-ben: valójában, amint arra neve is utal, a permutá
iós orbifoldok bizonyosaspektusainak messzemen® általánosításának tekinthet®.Az orbifold-transzformá
ió de�ní
iója a következ®: tekintsünk egy vé-gesen generált G 
soportot, és egy R egységelemes, kommutatív Q-algebrát,azaz egy olyan kommutatív gy¶r¶t, amely részgy¶r¶ként tartalmazza a ra
io-



84 FÜGGELÉK A. AZ ORBIFOLD-TRANSZFORMÁCIÓnális számok testét. Jelölje L (G) a G 
soport véges index¶ rész
soportjainakösszességét, és Cℓ (G,R) az R érték¶ osztályfüggvények halmazát L (G)-n,vagyis az olyan Z : L (G) → R leképezések halmazát, amelyekre
Z
(
g−1Hg

)
= Z (H)minden H ∈ L (G) és g ∈ G-re (vegyük észre, hogy egy véges index¶ rész
so-port minden konjugáltja maga is véges index¶, ezért a fenti feltétel értelmes).Tetsz®leges Ω < SX permutá
ió
soporthoz hozzárendelhet® egy

Cℓ (G,R) → Cℓ (G,R)

Z 7→ Z ≀ Ωleképezés az alábbi képlet alapján:
Z ≀ Ω : H 7→

1

|Ω|

∑

φ:H→Ω

∏

ξ∈O(φ)

Z (Hξ) . (A.8)E képletben az összegzés az összes φ : H → Ω homomor�zmusra értend®,
O (φ) jelöli a φ homomor�zmus φ (H) képének pályáit (az Ω permutá
ió
so-port X tartóhalmazán), míg

Hξ = {g ∈ H |φ (g) ξ∗ = ξ∗}a ξ ∈ O (φ) pálya egy (tetsz®leges) ξ∗ reprezentásának a stabilizátora. Ve-gyük észre, hogy a fenti de�ní
ió értelmes: egyfel®l, 
sak véges sok φ : H → Ωhomomor�zmusra kell összegezni (mivel a Reidemeister�S
hreier-tétel értel-mében egy végesen generált 
soport minden véges index¶ rész
soportja magais végesen generált, és nyilvánvaló, hogy egy végesen generált 
soportból egyvéges 
soportba képez® homomor�zmusok száma véges); másrészt Z (Hξ) ér-téke független a ξ∗ reprezentáns választásától, mivel egyazon pálya különböz®pontjainak stabilizátorai (amelyek mind véges index¶ rész
soportjai G-nek)
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ió szerint Z osztályfüggvény. Annak belátásasem okoz különösebb nehézséget, hogy Z ≀Ω maga is osztályfüggvény. Z ≀Ω-ta Z osztályfüggvény ( Ω szerinti) orbifold-transzformáltjának nevezzük.A legegyszer¶bb nemtriviális esete az orbifold-transzformá
iónak az, ami-kor G végtelen 
iklikus, azaz izomorf az egész számok Z additív 
soportjával.Mivel Z minden véges index¶ rész
soportja maga is végtelen 
iklikus, ezértegy ilyen rész
soport nZ alakú, ahol n egy pozitív egész szám, ami melles-leg pont a rész
soport indexe Z-ben. Ez azt jelenti, hogy egy-egyértelm¶kap
solat áll fent L (Z) és a természetes számok között. Z kommutativitásamiatt minden rész
soport önmaga alkot egy konjugált osztályt, ezért Z osz-tályfüggvényei felfoghatók úgy is, mint a természetes számok halmazából az
R-be viv® leképezések, azaz R-beli értékeket felvev® Z (1) ,Z (2) , . . . végtelensorozatok. Másfel®l egy φ : Z → Ω homomor�zmust egyértelm¶en meghatá-roz a φ (1) ∈ Ω elem: egy ilyen homomor�zmus képének pályái megegyezneka φ (1) permutá
ió pályáival, és egy adott ξ ∈ O (φ) pálya stabilizátora nemmás, mint |ξ|Z, amint az könnyen belátható az orbit-stabilizátor-tétel segítsé-gével, hiszen a stabilizátor indexe éppen a pálya hossza. Mindezt �gyelembevéve, esetünkben az orbifold-transzformá
ió alakja

(Z ≀ Ω) (n) =
1

|Ω|

∑

x∈Ω

∏

ξ∈O(x)

Z (n |ξ|) . (A.9)A fenti eredmény egyszer¶en kifejezhet® egy klasszikus fogalom, az úgy-nevezett 
iklusmutató polinom segítségével. Egy Ω < SX permutá
ió
soport
iklusmutató polinomja az alábbi többváltozós polinom [79℄:
PΩ

(
t1, . . . , t|X|

)
=

1

|Ω|

∑

x∈Ω

∏

ξ∈O(x)

t|ξ| . (A.10)A 
iklusmutató polinom fontos szerepet játszik az enumeratív kombinatori-kában és az ábrázoláselméletben, de fontos alkalmazásai vannak a természet-tudományok különféle területein, például a kémiában is.
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iklusmutató polinom segítségével az (A.9) eredmény az alábbi alakraegyszer¶södik:
(Z ≀ Ω) (n) = PΩ (Z (n) , . . . ,Z (n |X|)) ,vagyis a 
iklusmutató polinom tk változóját Z (nk)-val kell helyettesíteni.Amíg a G = Z választás végeredményben egy klasszikus fogalomra, a
iklusmutató polinomra vezet, addig más végesen generált 
soportok ese-tén újfajta eredmények adódnak. A következ® legegyszer¶bb eset, amely a�zikai alkalmazásokban is fontos szerepet játszik, amikor G = Z ⊕ Z. Mi-vel Z ⊕ Z egy véges rangú szabad Abel-
soport, ezért minden véges index¶rész
soportja izomorf Z ⊕ Z-vel, és minden konjugált osztály pontosan egyrész
soportot tartalmaz. A Z ⊕ Z véges index¶ rész
soportjai, szemben a

Z hasonló rész
soportjaival, nem jellemezhet®k egyedül az indexükkel: jel-lemzésükre egy 2x2-es Hermite-féle normálformájú mátrix (röviden HNF)szükséges [29℄. Egy HNF nem más, mint egy olyan egész elem¶, 2x2-es Hmátrix, amelynek bal alsó H21 mátrixeleme zérus, H11 és H22 diagonális ele-mei pozitívak, míg H12 jobb fels® mátrixeleme eleget tesz a 0 ≤ H12 < H22egyenl®tlenségnek.Valóban, a Z ⊕ Z két, egymással kommutáló a és b elemmel generálható,
Z⊕Z = 〈a, b〉, amib®l következik, hogy elemeinek halmaza {aαbβ |α, β ∈ Z

}.Hasonlóképpen, egy véges index¶ rész
soport generálható egy a, b ∈ Z ⊕ Zpárral, és a fentiek alapján ezek kifejezhet®k
a = aH11bH12

b = aH21bH22alakban, ahol H egy 2x2-es egész elem¶ mátrix. De egyazon rész
soporttöbb különböz® a, b párral generálható, és belátható, hogy létezik pontosanegy olyan generáló pár, amelyre a H mátrix Hermite-féle normálformájú. Afentiekb®l az is kit¶nik, hogy a H HNF által jellemzett rész
soport indexe



A.2. AZ ORBIFOLD-TRANSZFORMÁCIÓ 87megegyezik a H mátrix detH determinánsával.Az eddigiek alapján jelen esetben az osztályfüggvények azonosíthatók a2x2-es HNF-ek halmazán értelmezett, R-beli értékeket felvev® függvényekösszességével. Másrészt egy φ : Z ⊕ Z → Ω homomor�zmust egyértelm¶enjellemez a φ (a) és φ (b), ahol továbbra is a-val és b-vel jelöltük a Z ⊕ Zkét generátorát. Mivel a és b kommutál, ezért a φ (a) és φ (b) permutá
iókis fel
serélhet®k egymással. Vagyis a φ : Z ⊕ Z → Ω homomor�zmusokegy-egyértelm¶ kap
solatban állnak a kommutáló Ω-beli elempárokkal, ezekhalmazát szokás szerint Ω{2} jelöli. Az (x, y) kommutáló elempárral jellem-zett φ homomor�zmus képének pályái megegyeznek az x és y permutá
iókáltal generált 
soport pályáival:
O (φ) = O (x, y) .Kommutáló permutá
iópárok pályáinak szerkezete (vagyis a Z ⊕ Z 
soporttranzitív permutá
iós hatásai) jellemezhet® három numerikus invariánssal(lásd azA.1 ábrát), amelyek meghatározzák a stabilizátor szerkezetét (mivela 
soport kommutatív, ezért egy pálya különböz® pontjainak stabilizátoraimegegyeznek, vagyis értelmes egy adott pálya stabilizátoráról beszélni). Egy

ξ ∈ O (φ) pálya stabilizátora maga is véges index¶ rész
soportja Z ⊕ Z-nek,ezért jellemezhet® egy
Hξ =

(

µξ κξ

0 λξ

)HNF-fel, ahol az egyes mátrixelemek jelentése a következ®:1. λξ azt mondja meg, hogy egy adott ξ ∈ O (x, y) pályában foglalt xpályáknak mekkora a hossza (x és y kommutativitásából következik,hogy a ξ-ben található összes x pálya hossza megegyezik);2. µξ nem más, mint a ξ ∈ O (x, y) pályában foglalt x pályák száma;3. κξ a pálya stabilizátorát jellemzi. A pontos feltétel az, hogy xκξyµξ
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• • . . . •

↑ x
• • •... ... րy

...
• • •A.1. ábra. Az (x, y) ∈ S
{2}
n kommutáló permutá
iópár egy pályájának szer-kezete. A fekete korongok jelölik a pálya pontjait, a függ®leges téglalapok apályában foglalt x pályákat, melyek mind azonos λ hosszúságúak, és számuk

µ. Az y permutá
ió az egyes téglalapok között léptet, de ferdén, vagyis yµ az
x valamely hatványával azonos hatású, ez de�niálja a pályát jellemz® κ para-métert. A (λ, µ, κ) hármas meghatározza a pálya stabilizátorának HNF-ét.eleme a stabilizátornak.Megjegyezzük, hogy λξµξ = |ξ|, mivel a stabilizátor indexe pont a pályahossza. A fentiekb®l kit¶nik, hogy egy adott pálya stabilizátorának HNF-jekönnyen meghatározható a permutá
iós hatás adataiból.Összefoglalva az fentieket, a G = Z⊕Z esetben az orbifold-transzformá
ióaz alábbi alakot ölti:

(Z ≀ Ω) (H) =
1

|Ω|

∑

(x,y)∈Ω{2}

∏

ξ∈O(x,y)

Z (HHξ) , (A.11)ahol Ω{2} jelöli az Ω-beli kommutáló párok összességét,visszaemlékezve arra,hogy a Z osztályfüggvény a HNF-ek halmazán van értelmezve1.Az eddigiek során az orbifold-transzformá
iót rögzített G és tetsz®leges
Z ∈ Cℓ (G,R) osztályfüggvény esetében vizsgáltuk. Figyelmet érdemel az azeset is, amikor a G 
soport tetsz®leges, de a Z osztályfüggvényt spe
iálisanválasztjuk. Például, amennyiben a Z osztályfüggvény értéke azonosan 1minden véges index¶ rész
soporton, akkor Z ≀Ω orbifold-transzformáltja a Gvéges index¶ rész
soportjaiból az Ω-ba viv® homomor�zmusokat számolja le.1Könny¶ belátni, hogy két HNF szorzata maga is egy HNF.



A.2. AZ ORBIFOLD-TRANSZFORMÁCIÓ 89Még érdekesebb az az eset, amikor a Z osztályfüggvény egy 1-t®l különböz®konstans: Z (H) = s minden H ∈ L (G) rész
soportra, ahol s 6= 1. Ekkoraz orbifold-transzformált továbbra is a H → Ω homomor�zmusokat számoljale, de súlyozva egy, a homomor�zmus képe pályáinak (vagyis a megfelel®permutá
iós hatás tranzitív összetev®inek) számától függ® faktorral. Például,egy permutá
iós orbifold primér terei számát meghatározó PΩ (s) polinom(lásd (3.2) képlet) nem más, mint a G = Z ⊕ Z ⊕ Z 
soport Z = s konstansosztályfüggvényének orbifold-transzformáltja.Az orbifold-transzformá
ió talán legalapvet®bb tulajdonsága a tranzitivi-tás: eszerint, ha Z ∈ Cℓ (G,R) és Ω1,Ω2 két permutá
ió
soport, akkor
(Z ≀ Ω1) ≀ Ω2 = Z ≀ (Ω1 ≀ Ω2) . (A.12)A tranzitivitás bizonyítása a koszorú-szorzatoknak e függelékben megismerttulajdonságain alapszik, dönt® jelent®ség¶ a koszorú-szorzatokba képez® ho-momor�zmusok korábban ismertetett osztályozása. Már az elnevezésb®l iskit¶nik e tulajdonság szoros kap
solata a permutá
iós orbifoldok hasonló el-nevezés¶ tulajdonságával.Egy másik, a de�ní
iókból könnyen adódó, de az alkalmazások szem-pontjából rendkívül hasznos tulajdonsága az orbifold-transzformá
iónak az,hogy fel
serélhet® a lokalizá
ióval. Egy Z ∈ Cℓ (G,R) osztályfüggvény Ẑ ∈

Cℓ (G,R [s]) lokalizáltját 2 a
Ẑ (H) = Z (H) s[G:H] (A.13)képlet alapján értelmezzük: az elnevezés abból ered, hogy amennyiben s-tkis (≪ 1) numerikus értéknek tekintjük, akkor a magas index¶ rész
soportokjáruléka el lesz nyomva, vagyis a Z osztályfüggvényt lokalizáltuk az ala
sonyindex¶ rész
soportokra. A lokalizá
ió fontos szerepet játszik például akkor,amikor a következ® alfejezetben tárgyalandó exponen
iális azonosságot át2Itt R [s] jelöli az R gy¶r¶ feletti egyváltozós polinomgy¶r¶t, melynek változója s.



90 FÜGGELÉK A. AZ ORBIFOLD-TRANSZFORMÁCIÓkivánjuk alakítani formális azonosságból konvergens sorok közötti összefüg-géssé. Az orbifoldizá
ió és a lokalizá
ió fel
serélhet®sége azt jelenti, hogy
Ẑ ≀ Ω = Ẑ ≀ Ω (A.14)fennáll minden Z ∈ Cℓ (G,R) és Ω permutá
ió
soportra.Befejezésül ide kivánkozik annak megemlítése, hogy az orbifold-transz-formá
ió itt ismertetett alakja módosítható úgynevezett kohomologikus twistekbevezetésével. Ezen eljárás részleteinek ismertetését mell®zzük, 
sak annyitjegyzünk meg, hogy a diszkrét torzió fogalmának messzemen® általánosításátszolgáltatja.

A.3. Az exponen
iális azonosságAz eddigiek során az orbifold-transzformá
iónak olyan spe
iális eseteit te-kintettük át, amikor vagy a végesen generált G 
soportot, vagy a Z osz-tályfüggvényt rögzítettük, viszont az Ω permutá
ió
soportot tetsz®legesenválaszthattuk. Egy másik érdekes lehet®ség az, ha se a G 
soportról, se a Zosztályfüggvényr®l nem tételezünk fel semmit, de az Ω permutá
ió
soportotrögzítjük. Kiemelked® jelent®ség¶ az az eset, amikor Ω = Sn, az n-edfokúszimmetrikus 
soport, ez az alapja a szimmetrikus szorzatok elméletének.Az alapvet® eredmény ebben a kérdéskörben az úgynevezett exponen
iálisazonosság [16℄:
∞∑

n=0

pnZn (G) = exp

(
∞∑

n=1

pnZ [n] (G)

n

)

. (A.15)A fenti összefüggésben G egy tetsz®leges végesen generált 
soport, p egyformális paraméter, Z ∈ Cℓ (G,R) egy R-érték¶ osztályfüggvény L (G)-n,ahol R egy megfelel® kommutatív Q-algebra, és Zn jelöli a Z osztályfüggvény
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Sn szerinti orbifold-transzformáltját, azaz

Zn = Z ≀ Sn , (A.16)végül pozitív egész n-re,
Z [n] (G) =

∑

H∈Ln(G)

Z (H) , (A.17)ahol Ln (G) jelöli a G 
soport n index¶ rész
soportjainak összességét:
Ln (G) = {H ∈ L (G) | [G : H ] = n} . (A.18)Megjegyezzük, hogy konven
ió szerint Z0 (G) = 1.Az exponen
iális azonosság bizonyítása megtalálható az irodalomban, lé-nyegében az Sn-be képez® homomor�zmusoknak a permutá
iós hatásokkalvaló azonosságát, illetve a permutá
iós hatások tranzitív dekompozí
iójáthasználja ki [16℄. A bizonyítás ismertetése helyett e ponton inkább az ex-ponen
iális azonosság geometriai értelmezésére hívnánk fel a �gyelmet: azazonosság bal oldala � megfelel®en interpretálva � egy sokaság összes fedésérevonatkozó összegnek tekinthet®, míg a jobb oldalon álló kifejezés exponenseugyanezen sokaság összefügg® fedéseire vett összegnek.Abban a spe
iális esetben ha G = Z, az exponen
iális azonosság az alábbijól ismert alakot ölti [79℄:

1 +
∞∑

n=1

pnPn (t1, . . . , tn) = exp

(
∞∑

n=1

pntn
n

)

, (A.19)ahol Pn (t1, . . . , tn) jelöli az Sn szimmetrikus 
soport 
iklusmutató polinom-ját, vagyis az n-edik (másodfajú) S
hur-polinomot, az ábrázoláselmélet és akombinatorika egy jól ismert szerepl®jét. Ezen eredmény felhasználásával, az(A.15) azonosságban a p azonos kitev®j¶ hatványainak összevetéséb®l végül
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Zn (G) = Pn

(
Z [1] (G) , . . . ,Z [n] (G)

)
, (A.20)ami lényegében zárt alakban ad választ a szimmetrikus szorzatok elméleté-nek alapkérdéseire. Vegyük észre, hogy a Z [k] (G) mennyiségek számolása ade�ní
ió alapján sokkalta könnyebb, mint a Zn (G)-ké, így a (A.20) képletdönt® módon egyszer¶síti az elméletet.



B. FüggelékRiemann-felületek és azuniformizá
iós tételJelen függelék 
élja, hogy áttekintse a Riemann-felületek elméletének azonaspektusait, amelyek a konform térelméletben fontos szerepet játszanak, kü-lönös tekintettel a Riemann-felületek fedéseire és uniformizá
iójára, és a mo-dulusok problematikájára.B.1. Riemann-felületek és modulusaikEgy komplex sokaság egy olyan geometriai objektum, amelyen értelmezhe-t®ek a komplex függvénytan klasszikus fogalmai: a holomor�
itás és mero-morf-i
itás. Az egydimenziós komplex sokaságokat szokás Riemann-felületek-nek is nevezni, Bernhard Riemann tiszteletére, aki els®nek ismerte fel e foga-lom jelent®ségét a (részben általa megteremtett) komplex analízis számára. ARiemann-felületek a legközvetlenebb általánosításai az összes komplex soka-ság ar
hetípusának, a komplex síknak, és ennek következtében sok közöttüka hasonlóság.A fentiek szabatos megfogalmazása a következ®képpen hangzik: egy XHausdor�-féle topologikus téren értelmezett (egydimenziós) komplex atlasz-93



94 FÜGGELÉK B. RIEMANN-FELÜLETEKnak (Uα, φα) párok olyan összességét nevezzük, ahol az Uα halmazok (a lokálistérképek) az X-nek egy nyílt lefedését adják, míg a φα-k (a lokális koordiná-ták) homeomor�zmusok az Uα és a komplex számsík egy nyílt részhalmazaközött. Egy komplex atlasz holomorf, amennyiben Uα ∩ Uβ 6= ∅ esetén az
φα ◦ φ

−1
β : φβ (Uα ∩ Uβ) → φα (Uα ∩ Uβ) (B.1)leképezések holomorfak, azaz kielégítik a Cau
hy�Riemann-egyenleteket. Kétholomorf atlasz ekvivalens, ha uniójuk is holomorf, és holomorf atlaszok egyekvivalen
ia-osztályát komplex struktúrának nevezzük az X-en. Végül, egy

(X,A) párt, ahol A egy komplex struktúra az X-en, Riemann-felületnek ne-vezünk [22, 47, 49℄. Vegyük észre, hogy a fenti de�ní
ió alapján egy Riemann-felület egyben egy kétdimenziós di�eren
iálható sokaság, amelyen adott egytermészetes irányítás.A legnyilvánvalóbb példa Riemann-felületre a komplex sík, ahol a (C, id)pár egy holomorf atlaszt alkot (id a z 7→ z identikus leképezést jelöli). Egymásik egyszer¶ példa a CP1 = C ∪ {∞} Riemann-gömb, amelyet a komplexsík kompakti�ká
iójaként kapunk, egy végtelen távoli∞ pont hozzáadásával.Ekkor egy holomorf atlasz
U1 = C , φ1 (z) = z ;

U2 = C× ∪ {∞} , φ2 (z) =
1

z
, (B.2)ahol szokás szerint C× = {z ∈ C | z 6= 0} jelöli a nemzérus komplex számokösszességét.Egy f : X1 → X2 folytonos leképezést két Riemann-felület között akkornevezünk holomorfnak, ha minden

ψβ ◦ f ◦ φ−1
α : φα

(
Uα ∩ f

−1 (Vβ)
)
→ C (B.3)összetett leképezés holomorf (mint a komplex sík két nyílt halmaza közötti



B.1. RIEMANN-FELÜLETEK ÉS MODULUSAIK 95leképezés), ahol {(Uα, φα)} az X1, míg {(Vβ, ψβ)} az X2 egy holomorf atla-sza. A C komplex síkba (mint Riemann-felületbe) képez® holomorf leképe-zéseket szokás holomorf függvényeknek nevezni, míg a CP1 Riemann-gömbbeképez® holomorf leképezések a meromorf függvények. Egy Riemann-felületenértelmezett meromorf függvények összessége egy testet alkot a pontonkéntiösszeadásra és szorzásra.Két Riemann-felület konform ekvivalens (más elnevezéssel biholomorf ),amennyiben létezik közöttük invertálható holomorf leképezés. Az elneve-zés arra vezethet® vissza, hogy a komplex struktúra segítségével természe-tes módon értelmezhet® két, a Riemann-felületen haladó és egymást metsz®folytonos görbe közötti szög, és egy holomorf leképezés meg®rzi ezt a szö-get amennyiben invertálható a metszéspontban. Nyilván konform ekvivalensRiemann-felületek egyben homeomorfak is. Egy Riemann-felületet önma-gába képez® invertálható holomorf leképezést a felület automor�zmusánaknevezünk, ezek alkotják a felület automor�zmus-
soportját.A kompakt irányítható kétdimenziós sokaságok, vagyis a kompakt irá-nyítható felületek topológiai osztályozása viszonylag egyszer¶: egy g nem-negatív egész szám, az úgynevezett génusz különbözteti meg a topológiailaginekvivalens felületeket, amely lényegében a felület Euler-karakterisztikájáthatározza meg: ez utóbbi értéke 2 − 2g. Például, a CP1 Riemann-gömb egynulla génuszú kompakt felület, annak megfelel®en, hogy a gömbfelület Euler-karakterisztikája 2. Mivel a fundamentális 
soport topologikus invariáns,ezért kompakt felület esetén szerkezete a génusz által teljesen meghatáro-zott: egy g > 0 génuszú kompakt felület fundamentális 
soportja izomorfa 〈

a1, b1, . . . , ag, bg |

g∏

i=1

[ai, bi] = 1

〉 (B.4)prezentá
iójú Πg 
soporttal, ahol [a, b] = a−1b−1ab az a és b 
soportelemekkommutátorát jelöli. Nemkompakt felületek esetén az osztályozás valame-lyest bonyolultabb, ezért arra nem térünk ki, mivel úgyis a kompakt eset
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B.1. ábra. Egy g = 3 génuszú kompakt felületfontos a számunkra.A konform térelmélet szempontjából dönt® jelent®ség¶, hogy egy-egyértel-m¶ kap
solat áll fenn egy irányítható felületen értelmezhet® komplex struktú-rák és ugyanezen felületen értelmezhet® Riemann-metrikák konform ekvivalen
ia-osztályai között. A kap
solat a következ® megfontolásokból adódik [64℄: egyRiemann-metrika kifejezése a
ds2 = Edx2 + 2Fdxdy +Gdy2 (B.5)alakot ölti az (x, y) lokális koordináták segítségével. Bevezetve a z = x+ iykomplex koordinátát, a metrika alakja

ds2 = λ |dz + µdz|2 , (B.6)ahol λ egy pozitív valós értékeket felvev® sima függvény, míg µ � az úgy-nevezett Beltrami-koe�
iens � egy olyan komplex érték¶ függvény, melyre
|µ| < 1. Izotermikus koordinátának nevezzük (a megfelel® lokális környezet-



B.1. RIEMANN-FELÜLETEK ÉS MODULUSAIK 97ben) a
∂w

∂z
= µ (z, z)

∂w

∂z
(B.7)Beltrami-egyenlet egy megoldását, mivel annak w = u+ iv felbontása segít-ségével a metrika

ds2 = ρ
(
du2 + dv2

) (B.8)alakra hozható lokálisan, ahol ρ megint 
sak egy pozitív sima függvény. A
w izotermikus koordináták összessége egy holomorf atlaszt de�niál a felüle-ten, a ds2 Riemann-metrika által indukált komplex struktúrát. Fordítva, egykomplex struktúra lokális koordinátái mindig megfeleltethet®k egy Riemann-metrika izotermikus koordinátáinak a (B.8) képlet révén. Belátható, hogy afenti megfeleltetés egy-egyértelm¶ a Riemann-metrikák és a komplex struk-túrák konform ekvivalen
ia-osztályai között.Egy adott topológiájú felületen értelmezhet® inekvivalens komplex struk-túrákat (pontosabban az ezeket jellemz® numerikus paramétereket) nevez-zük az adott felület modulusainak. Ez azt jelenti � amennyiben kompaktRiemann-felületekre korlátozzuk vizsgálódásunkat, amikor a génusz teljesmértékben meghatározza a topológiát �, hogy a g génusz minden megen-gedett értékéhez (vagyis minden nemnegatív egészhez) tartozik egy Mg mo-dulus tér, melynek pontjai az adott génuszú Riemann-felületek. A legegysze-r¶bb esetben, ha a génusz 0, a modulus tér egy pontból áll, mivel a gömb-felületen minden komplex struktúra ekvivalens, vagyis a Riemann-gömb azegyetlen nulla génuszú kompakt Riemann-felület. Magasabb génuszok eseténa modulus tér kontinuum számosságú.Amint arra az elnevezés is utal, az Mg modulus teret nem egyszer¶en egyhalmaznak, hanem egy geometriai objektumnak tekintjük. Ez nem egészentriviális, mivel a g = 0 esetet leszámítva Mg nem sokaság: a nemtriviálisautomor�zmusokkal rendelkez® Riemann-felületek a modulus tér szingulari-tásainak felelnek meg. Viszont megmutatható, hogy g > 0 esetén a modulus
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B.2. ábra. Egy kétdimenziós tórusztér el®áll
Mg = Tg/Γg (B.9)kvó
ienstérként, ahol Tg egy véges dimenziós, egyszeresen összefügg® komp-lex (s®t mi több: Kahler-) sokaság, az úgynevezett Tei
hmüller-tér, és Γg egyvégesen prezentált diszkrét 
soport, az úgynevezett leképezési osztályok 
so-portja, melynek elemei a Tei
hmüller-tér automor�zmusai [60, 64℄. A leképe-zési osztályok 
soportjának �xpontjai felelnek meg a modulus tér szingulari-tásainak, vagyis azon g génuszú Riemann-felületeknek, melyek automor�zmus-
soportja nem triviális.A legegyszer¶bb nemtriviális eset g = 1, vagyis ha egy kétdimenziós tóru-szon értelmezhet® komplex struktúrákat vizsgáljuk (lásd B.2 ábra). Ekkor a

T1 Tei
hmüller-tér azonosítható a H = {τ ∈ C | Im τ > 0} komplex fels® fél-síkkal, míg a leképezési osztályok Γ1 
soportja az SL2(Z) moduláris 
soport-tal, a 2x2-es, egész elem¶ és egységnyi determinánsú mátrixok 
soportjával,melynek ( a b
c d

) eleme
τ 7→

aτ + b

cτ + d
(B.10)



B.2. FEDÉSEK ÉS OSZTÁLYOZÁSUK 99alakú lineáris törtfüggvényként hat a H fels® félsíkon [1, 60, 64℄. g > 1esetén a Tg Tei
hmüller-tér (komplex) dimenziója 3g − 3, és a leképezésiosztályok 
soportjának szerkezete, illetve hatása Tg-n sokkal bonyolultabb. ATei
hmüller-térnek egy, a permutá
iós orbifoldok tárgyalása szempontjábólkülönösen alkalmas paraméterezése, az úgynevezett Fri
ke-koordinátázás, akés®bb tárgyalandó uniformizá
iós tétel segítségével lehetséges.B.2. Fedések és osztályozásukA fedés szó, sok más szakkifejezéshez hasonlóan, többféle jelentéssel bír méga topológián belül is. A jelen értekezésben fedés alatt a lokális homeomor�z-musokat értjük. Ezek szerint az X topologikus térnek egy fedése egy olyan
(Y, φ) pár, ahol Y egy topologikus tér, és φ egy olyan szürjektív és folyto-nos φ : Y → X leképezés, amely kielégíti az alábbi feltételt: az X mindenpontjának létezik olyan U környezete, melynek φ−1 (U) ®sképe el®áll olyan
Wi ⊆ Y diszjunkt nyílt halmazok uniójaként,

φ−1 (U) =
⋃

i

Wi ,amelyekre megszorítva φ-t egy φWi
: Wi → U homeomor�zmust kapunk[49℄. Belátható, hogy amennyiben X ívszer¶en összefügg®, azaz bármely kétpontja összeköthet® folytonos görbével, akkor a φ−1 (x) halmazok számosságaugyanaz minden x ∈ X-re: ezt a számosságot hívjuk a fedés fokának, másszó-val ez a fedés leveleinek a száma. Az X tér a fedés bázisa, Y a fed®tér, míg

φ a fed®leképezés. Látható, hogy egy véges fokú fedés úgy is felfogható, mintegy olyan �brált nyaláb, melynek �bruma (a fedés leveleinek halmaza) véges.A továbbiakban mindig feltételezzük, hogy az X bázis ívszer¶en összefügg®.A fenti de�ní
iót több szempontból is pontosítanunk kell. Egyrészt felszokták tételezni, hogy az Y fed®tér is összefügg®, s®t, ívszer¶en összefügg®.A minket érdekl® alkalmazások szempontjából fontos szerepet fognak játszani



100 FÜGGELÉK B. RIEMANN-FELÜLETEKolyan fedések is, amikor Y nem összefügg®, de ezek vizsgálata könnyen vissza-vezethet® az összefügg® fedések vizsgálatára: valóban, az Y minden egyes (ív-szer¶en) összefügg® komponenséhez tartozik az X bázisnak egy összefügg®fedése, a teljes fedés ezekb®l rakható össze. Egy másik fontos észrevétel, hogya fenti de�ní
ió a szó szoros értelmében 
sak az úgynevezett nemrami�kált fe-déseket öleli fel: a rami�kált, más elnevezéssel elágazó fedések esetén a fentide�ní
ió 
sak egy diszkrét részhalmazon � a rami�kált (elágazási) pontokhalmazán � kívül érvényes.A fedések egyik alapvet® tulajdonsága, hogy amennyiben adott a fedésbázisán egy komplex struktúra, akkor a fedés egyértelm¶en indukál egy kom-plex struktúrát a fed®téren, és a fed®leképezés holomorf lesz erre az indukáltkomplex struktúrára nézve. Valóban, a fed®leképezésnek a bázis lokális ko-ordinátáival vett kompozí
iója lokális koordinátákat szolgáltat a fed®téren,amelyek egy holomorf atlaszt alkotnak. Vagyis egy Riemann-felület fed®fe-lülete maga is egy Riemann-felület, amely konform ekvivalen
ia erejéig egy-értelm¶en meghatározott.Az X Riemann-felület φ1 : Y1 → X és φ2 : Y2 → X fedései ekvivalensek,amennyiben létezik olyan f : Y1 → Y2 biholomorf leképezés, amelyre igaz,hogy φ2 ◦ f = φ1. A továbbiakban általában nem fogunk különbséget tenniekvivalens fedések között. Egy φ : Y → X fedés automor�zmusai az Yfed®felület azon f ∈ Aut(Y ) automor�zmusai, amelyekre φ ◦ f = φ, ezekalkotják a fedés
Aut(φ) = {f ∈ Aut(Y ) |φ ◦ f = φ} (B.11)automor�zmus-
soportját.A fedések egy másik fontos tulajdonsága, hogy a bázis tetsz®leges folyto-nos görbéje felemelhet® a fed®felületre [49℄. Ez alatt a következ®t kell érteni:amennyiben adott egy α : [0, 1] → X folytonos görbe a fedés bázisán, mely-nek két végpontja P = α (0) és Q = α (1), akkor tetsz®leges, az α görbe Pkezd®pontja felett található p ∈ φ−1 (P ) pont esetén létezik egy α̃ : [0, 1] → Yfolytonos görbe, amelyre igaz, hogy α̃ (0) = p és φ ◦ α̃ = α. Világos, hogy
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B.3. ábra. Az ábra a görbék felemelését szemlélteti egy véges level¶ korlátlanfedés esetében. A fedés bázisának egy α zárt görbéjét felemelve egy olyan α̃görbét kapunk, amely általában már nem zárt, ugyanis két végpontja más-más levélen helyezkedhet el (bár e végpontok a bázis egyazon pontja feletttalálhatók). Viszont a kezd®- és a végpont relatív helyzete � vagyis melyiklevélen található a végpont annak függvényében, hogy melyik levélen van akezd®pont � már egyértelm¶en meghatározott, ezt jellemzi a fedés monodró-miája.az α̃ felemelt görbe α̃ (1) végpontja az α görbe Q = α (1) végpontja feletthelyezkedik el:
α̃ (1) ∈ φ−1 (Q) .Mi több, az α̃ (1) végpont nem változik ha az α görbét úgy deformáljukfolytonosan, hogy végpontjait rögzítjük.Tekintsünk most egy α : [0, 1] → X zárt görbét, melynek végpontjaimegegyeznek: α (0) = α (1) = P . Legyen φ−1 (P ) = {p1, . . . , pn} a P felettipontok halmaza (a fedés minden levelén található egy pont P felett). A fen-tiek szerint minden 1 ≤ i ≤ n esetén létezik olyan α̃i : [0, 1] → Y felemelése

α-nak, amelyre α̃i (0) = pi. Viszont semmi sem garantálja, hogy az α̃i feleme-



102 FÜGGELÉK B. RIEMANN-FELÜLETEKlések maguk is zárt görbék legyenek: általában nem is azok. Ez azt jelenti,hogy bár α̃i (1) ∈ φ−1 (P ), azaz α̃i (1) = pj valamely 1 ≤ j ≤ n-re, de általá-ban j 6= i. Visszaemlékezve, hogy az i indexek a fedés leveleit különböztetikmeg, látjuk, hogy minden α zárt görbéhez tartozik a fedés levelei halmazánakegy önmagára történ® φ# (α) : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} leképezése, aminekbijektivitása könnyen belátható, vagyis egy permutá
iója a levelek halmazá-nak. Mivel az α görbének a P kezd®pontot �xen hagyó folytonos deformá
ióinem befolyásolják az α̃i felemelés végpontját, ezért valójában egy
φ# : π1 (X,P ) → Sn (B.12)leképezést kapunk a bázis π1 (X,P ) fundamentális 
soportjából a levelek per-mutá
ióinak Sn 
soportjába. Egyszer¶en ellen®rizhet®, hogy ez a leképezésegy homomor�zmus, vagyis m¶velettartó:

φ# (αβ) = φ# (α)φ# (β)bármely α, β ∈ π1 (X,P ) párra. Mivel egy szimmetrikus 
soportba képez®homomor�zmus nem más mint egy permutá
iós hatás, ezért meggondolá-saink eredményét úgy is megfogalmazhatjuk, hogy minden fedéshez hozzá-rendelhet® a bázis fundamentális 
soportjának egy φ# permutá
iós hatásaa fedés leveleinek halmazán. Ezt a permutá
iós hatást nevezzük a φ fedésmonodrómia-hatásának, és a képét (amely egy permutá
ió
soport) a fedésmonodrómia-
soportjának. Vegyük észre, hogy bár a φ# de�ní
iója függ a Pbázispont választásától, egy másik bázispont esetén egy ekvivalens permutá-
iós hatást kapunk (mivel a bázis ívszer¶en összefügg®), azaz a monodrómia-hatás ekvivalen
ia-osztálya egyértelm¶en meghatározott.Mint láttuk, Riemann-felületek tetsz®leges φ fedéséhez hozzárendelhet®annak φ# monodrómia-hatása, amely (ekvivalen
ia erejéig) egyértelm¶enmeghatározott. Feltehet® a fordított irányú kérdés: ha adott egyX Riemann-felület, és az X fundamentális 
soportjának egy permutá
iós hatása, létezik-e



B.2. FEDÉSEK ÉS OSZTÁLYOZÁSUK 103azX-nek olyan fedése, amelynek monodrómia-hatása megegyezik a megadottpermutá
iós hatással. A válasz a kérdésre igenl®: azt a spe
iális esetet, ami-kor a bázist a CP1 Riemann-gömbb®l véges sok pont elhagyásával kapjuk,szokás Riemann-féle egziszten
iatételnek nevezni. Az el®z®ek alapján nem
sak a fedést, de a fed®felület komplex struktúráját is egyértelm¶en meg-határozza a monodrómia-hatás. Ezáltal megoldott a Riemann-felületek fe-déseinek osztályozása: adott fokszámu fedések egy-egyértelm¶ kap
solatbanállnak a bázis fundamentális 
soportjának megfelel® fokú permutá
iós hatá-sainak ekvivalen
ia-osztályaival.Ki kell emelnünk, hogy a fent kifejtett elgondolások abban az esetben isérvényesek, ha az Y fed®felület nem (ívszer¶en) összefügg®. Valóban, meg-gondolásaink során sehol sem tételeztük fel Y összefügg®ségét. Könny¶ be-látni, hogy a fed®felület összefügg®sége esetén a monodrómia-hatás tranzitív,mert Y bármely két pontja összeköthet® folytonos görbével. Amennyiben amonodrómia-hatás nem tranzitív, akkor egy-egyértelm¶ kap
solat van a ha-tás pályái (vagy ami ugyanaz, a tranzitív összetev®i) és a fed®felület össze-függ® komponensei között.Tegyük fel a továbbiakban, hogy (Y, φ) az X Riemann-felület egy össze-függ® fedése, azaz Y ívszer¶en összefügg®. Felmerül a kérdés, hogyan hatá-rozható meg a φ# monodrómia-hatás és a bázis π1 (X) fundamentális 
so-portjának ismeretében a fed®felület π1 (Y ) fundamentális 
soportja. A válaszegyszer¶: a fed®felület összefügg®sége miatt a monodrómia-hatás tranzitív,és az egyetlen pálya bármely i pontjának
Si =

{
α ∈ π1 (X) |φ# (α) i = i

} (B.13)stabilizátora izomorf a fed®felület π1 (Y ) fundamentális 
soportjával1. Mi-vel egy pálya (bármely pontja) stabilizátorának indexe megegyezik a pályahosszával, ezért egy n level¶ összefügg® fedés esetén π1 (Y ) a π1 (X)-nek egy n1Mindegy, hogy melyik i pontot választjuk, mivel a különböz® pontok stabilizátoraiegymás konjugáltjai, ezért izomorfak egymással.



104 FÜGGELÉK B. RIEMANN-FELÜLETEKindex¶ rész
soportja. De a 
soportelméletb®l ismert, hogy a g génuszú kom-pakt felület Πg fundamentális 
soportjának minden n index¶ rész
soportjaizomorf Πn(g−1)+1-vel, vagyis ha az X bázis g génuszú kompakt felület, akkoraz Y fed®felület szintén kompakt, és indexe n (g − 1) + 1.B.3. Az uniformizá
iós tételA Riemann-felületek elméletének egyik legfontosabb eredménye az uniformi-zá
iós tétel [22, 47, 49, 59℄. E tétel szerint bármely Riemann-felület el®áll
Σ/G (B.14)kvó
ienstérként, ahol Σ egy egyszeresen összefügg® Riemann-felület, és G a

Σ automor�zmusainak egy diszkrét rész
soportja, amelyre teljesül az alábbikét feltétel:Diszkontinuitás: Σ minden K kompakt részhalmazára K ∩ g (K) = ∅,legfeljebb véges sok g ∈ G 
soportelem kivételével;Fixpontmentesség: Σ minden pontjának van olyan U környezete, melyre
U ∩ g (U) = ∅ minden olyan g ∈ G 
soportelemre, amelyik különbözika G egységelemét®l.Egy adott Riemann-felület Σ/G alakú el®állításában szerepl® Σ egyszeresenösszefügg® Riemann-felületet a Σ/G univerzális fed®felületének 2, míg a G
soportot a Σ/G felület uniformizáló 
soportjának szokás nevezni. Egysze-r¶en belátható, hogy az uniformizáló 
soport izomorf az uniformizált felületfundamentális 
soportjával:

π1 (Σ/G) ∼= G . (B.15)2Megjegyezzük, hogy néhány triviális esett®l eltekintve ennek a fedésnek általában vég-telen sok levele van.



B.3. AZ UNIFORMIZÁCIÓS TÉTEL 105Meg kell jegyezni, hogy a Σ/G el®állítás nem teljesen egyértelm¶: bár a
Σ univerzális fed®felület egyértelm¶en meghatározott (konform ekvivalen
iaerejéig), amennyiben a G1 és G2 uniformizáló 
soportok egymás konjugáltjai
Aut(Σ)-ban, akkor a Σ/G1 és Σ/G2 felületek ekvivalensek. Vagyis nem magaaz uniformizáló 
soport, hanem 
sak annak Aut(Σ)-beli konjugált osztályavan egyértelm¶en meghatározva.Az uniformizá
iós tétel valódi jelent®ségét az adja, hogy Riemann híresleképezési tétele következményeként ismert az összes egyszeresen összefügg®Riemann-felület (és azok automor�zmus-
soportjai). A tétel szerint mind-össze három inekvivalens egyszeresen összefügg® Riemann-felület létezik, ezekrendre:1. a CP1 = C ∪ {∞} Riemann-gömb;2. a C komplex számsík;3. a H = {z ∈ C | Im z > 0} komplex fels® félsík.A Riemann-gömb automor�zmusai a

z 7→
az + b

cz + d
(B.16)alakú lineáris törtfüggvények (Möbius-transzformá
iók), ahol a, b, c és d tet-sz®leges komplex számok, amelyekre ad− bc = 1, amib®l következik

Aut
(
CP1

)
∼= PSL2 (C) . (B.17)Mivel Aut

(
CP1

)-nek nin
s olyan nemtriviális rész
soportja, amely elegettenne az uniformizáló 
soportokra vonatkozó (B.3) és (B.3) feltételeknek,ezért azonnal adódik, hogy az egyetlen Riemann-felület, melynek univerzálisfed®felülete a Riemann-gömb, maga a Riemann-gömb, vagyis a 0 génuszúmodulus tér egy pontból áll.



106 FÜGGELÉK B. RIEMANN-FELÜLETEKA C komplex számsík automor�zmusai
z 7→ az + b (B.18)alakú a�n leképezések, ahol a ∈ C× és b ∈ C. Ebben az esetben az Aut(C)egy olyan rész
soportja, amely diszkontinuus és �xpontmentes, vagy triviális,vagy végtelen 
iklikus (egy z 7→ z+a transzlá
ió által generált), vagy izomorf

Z ⊕ Z-vel, amikor is két, z 7→ z + a és z 7→ z + b transzlá
ió generálja, ahol
a és b hányadosa nem valós szám. Ennek megfelel®en egy olyan Riemann-felület, melynek univerzális fed®felülete a C komplex számsík, vagy maga a
C számsík, vagy a C× = C\{0} pontozott számsík, vagy egy komplex tórusz.A H fels® félsík automor�zmusai azon

z 7→
az + b

cz + dlineáris törtfüggvények, melyek együtthatói valósak, vagyis a, b, c, d ∈ R, ésteljesül ad − bc = 1, amib®l azonnal adódik, hogy
Aut(H) ∼= PSL2 (R) . (B.19)

Aut(H) diszkontinuus és �xpontmentes rész
soportjait szokás Fu
hs-féle
soportoknak nevezni: ezek adják ki a Riemann-felületek uniformizáló 
so-portjainak dönt® többségét, tekintve, hogy a korábban felsorolt néhány eset-t®l eltekintve minden Riemann-felület univerzális fed®felülete a H fels® félsík.Az uniformizá
iós tétel ismeretében most már tárgyalhatjuk a Tei
hmüller-tér korábban megemlített Fri
ke-koordinátázását [60, 64℄. Adott g génuszúfelületek az uniformizá
iós tétel szerint Σ/G alakúak, ahol egyértelm¶en meg-határozott mind a Σ univerzális fed®felület (konform ekvivalen
ia erejéig),mind a G uniformizáló 
soport (izomor�zmus erejéig, hiszen izomorf a Πgfundamentális 
soporttal). Az uniformizáló 
soport rész
soportja Aut(Σ)-nak, így el®állítható egy τ : Πg → Aut(Σ) injektív homomor�zmus képe-



B.3. AZ UNIFORMIZÁCIÓS TÉTEL 107ként: τ (Πg) = G. A τ homomor�zmusok adják a Tei
hmüller-tér Fri
ke-koordinátáit, pontosabban ezek konjugált osztályai, hiszen konjugált unifor-mizáló 
soportok konform ekvivalens felületeket uniformizálnak. A τ Fri
ke-koordinátát egy α ∈ Aut(Σ) automor�zmussal komponálva ugyanazon felü-letet uniformizáló 
soportot kapunk: mivel a bels® automor�zmusok hatásanyílvánvalóan triviális, ezért azonnal adódik, hogy a leképezési osztályok afundamentális 
soport küls® automor�zmusainak felelnek meg, és hatásuk aFri
ke-koordinátákon egyszer¶ kompozí
ió.A g = 0 eset triviális, hiszen M0 egy pontból áll az el®z®ek szerint. A
g = 1 esetben az univerzális fed®felület C, és az uniformizáló 
soportot kétkommutáló transzlá
ió generálja: konjugálással mindig elérhet®, hogy e kétgenerátor a z 7→ z + 1 és a z 7→ z + τ transzlá
iók legyenek, ahol τ ∈ Hnem más, mint az uniformizált tórusz moduláris paramétere, és e megfelel-tetés de�niálja ez esetben a Fri
ke-koordinátát (amit magával a τ komplexszámmal azonosíthatunk). A Z ⊕ Z (irányítástartó) küls® automor�zmusaijellemezhet®k ( a b

c d

)

∈ SL2(Z) mátrixok segítségével, ezért ezek felelnek mega leképezési osztályoknak, és hatásuk a τ Fri
ke-koordinátán
τ 7→

aτ + b

cτ + d
.Vagyis ebben az esetben a Fri
ke-koordináta a τ moduláris paraméter, aTei
hmüller-tér a H komplex fels® félsík, és a leképezési osztályok 
soportjaaz SL2(Z) moduláris 
soport. g > 1 esetben az uniformizáló 
soport az

Aut(H)-nak egy Πg-vel izomorf rész
soportja, amit a τ : Πg → Aut(H)Fri
ke-koordináta ír le, de a numerikus paraméterezés nem olyan nyilvánvalómint a g = 1 esetben: egy lehetséges (redundáns) paraméterezés a kanonikusgenerátorok képeinek mátrixelemeit használja.A Fri
ke-koordinátázás igazi el®nye, hogy segítségével könnyen tárgyal-ható a fedések kérdése [10℄. Mint azt a B.2 Függelékben láttuk, mindenfedést jellemez a monodrómia-hatása, és a fedés összefügg® komponensei amonodrómia-hatás pályáinak felelnek meg. Egy adott összefügg® komponens



108 FÜGGELÉK B. RIEMANN-FELÜLETEKfundamentális 
soportja izomorf a megfelel® pálya stabilizátorával: valójábana stabilizátor, mint a fedés bázisát uniformizáló 
soport rész
soportja, nemmás, mint az adott összefügg® komponens uniformizáló 
soportja. Másszóval,amennyiben a fedés bázisának Fri
ke-koordinátája τ , és a vizsgált összefügg®komponenshez tartozó ξ pálya stabilizátora Gξ, akkor ezen összefügg® kom-ponens τξ Fri
ke-koordinátája a τ homomor�zmus megszorítása Gξ-re:
τξ = τ|Gξ

. (B.20)



C. FüggelékVéges 
soportok duplái:struktúra, ábrázolások éskarakterekA jelen függelékben összefoglaljuk a véges 
soportok dupláinak azon tulaj-donságait, melyek nélkülözhetetlenek az értekezés egyes részeinek megérté-séhez. Részletesebb ismertetésük hozzáférhet® magyar nyelven is a szerz®kandidátusi értekezésében [73℄.Legyen G egy véges 
soport, és tekintsük azt a DG egységelemes asszo
ia-tív algebrát a komplex számtest felett, amelyet olyan, P (x)-szel és Q (x)-szeljelölt, és a G 
soport elemeivel indexelt elemek generálnak, amelyek minden
x, y ∈ G-re eleget tesznek a

P (x)P (y) = δx,yP (x) (C.1)
∑

x∈G

P (x) = 1 (C.2)
Q (x)Q (y) = Q (xy) (C.3)
P (x)Q (y) = Q (y)P (xy) (C.4)109



110 FÜGGELÉK C. CSOPORTDUPLÁKde�niáló relá
ióknak: utóbbiak szokásos elnevezése rendre ortogonalitás, tel-jesség, m¶velettartás és ekvivarian
ia.Belátható, hogy az így de�niált DG algebra, amit a G 
soport duplájánakszokás nevezni [38, 3, 4℄, véges dimenziós:
dimDG = |G|2 , (C.5)ugyanis az algebrának (mint komplex lineáris térnek) egy bázisát alkotják a

P (x)Q (y) alakú elemek, ahol x és y végig fut a G 
soport összes elempárján.C.1. ÁbrázoláselméletA DG egy ábrázolása a V lineáris téren nem más, mint egy DG → End(V )algebra-homomor�zmus. Ez annyit jelent, hogy egy ábrázolás minden egyes
x ∈ G elemhez két lineáris operátort rendel hozzá, amelyeket továbbra is
P (x)-szel és Q (x)-szel jelölünk, és amelyek kielégítik a DG 
soportduplafent felsorolt (C.1-C.4) de�niáló relá
ióit. Ez többek közt azt jelenti, hogy(az ortogonalitás következményeként) a P (x) operátorok egymásra ortogo-nális projektorok, amelyek Vx = P (x)V képei kifeszítik a V lineáris teret (ateljesség miatt), más szóval egy egységfelbontást alkotnak. Ezzel szembena Q (x) operátorok ábrázolják a G 
soportot a V lineáris téren (a m¶velet-tartás folyományaként), és a (C.4) ekvivarian
ia-feltétel a két fajta operátorhatását kap
solja össze:

Q (x)Vy = Vxyx−1minden x, y ∈ G-re. Összefoglalva az elmondottakat, a DG egy ábrázolásaúgy tekinthet®, mint egy A = (VA, PA, QA) hármas, ahol VA egy lineáris tér,míg PA : G → End(VA) és QA : G → GL (VA) két olyan leképezés, amelyeleget tesz a (C.1-C.4) relá
ióknak.A kap
solat az orbifold modellekkel többé-kevésbé nyilvánvaló. Valóban,egy orbifold modell H Hilbert-tere felbomlik az egyes Hx twistelt szektorok



C.1. ÁBRÁZOLÁSELMÉLET 111direkt összegére, H = ⊕Hx, amely twistelt szektorokat a G twist-
soport
x ∈ G elemei indexelik: a P (x) operátorok nem mások, mint a H → Hx pro-jek
iók, amelyek nyilván egy egységfelbontást alkotnak. Másrészt a G twist-
soport ábrázolódik a H Hilbert-téren, ezt az ábrázolást írják le a Q (x) ope-rátorok, és az x ∈ G elemet ábrázoló operátor a Hy twistelt szektort aHxyx−1twistelt szektorba képezi, ami nem más, mint a (C.4) ekvivarian
ia-feltétel.Tömören megfogalmazva, egy G twist-
soportú orbifold modell Hilbert-terea DG 
soportdupla egy ábrázolását hordozza.A 
soportduplák ábrázoláselmélete sok szempontból hasonlít a 
soportokjól ismert ábrázoláselméletére. Például, amennyiben adott a DG 
soport-duplának két, A = (VA, PA, QA) és B = (VB, PB, QB) ábrázolása, akkor ekét ábrázolás A⊕ B = (VA⊕B, PA⊕B, QA⊕B) direkt összege nem más, mint a
DG-nek azon VA⊕B = VA⊕VB feletti ábrázolása, melyben az ábrázolási ope-rátorok rendre PA⊕B (x) = PA (x) ⊕ PB (x) és QA⊕B (x) = QA (x) ⊕ QB (x).Könnyen belátható, hogy a direkt összeg egy kommutatív és asszo
iatív m¶-velet a DG ábrázolásainak ekvivalen
ia-osztályain.A DG egy ábrázolása redu
ibilis, amennyiben létezik nemtriviális invari-áns altere, vagyis az ábrázolási térnek olyan altere, amelyet az összes P (x) és
Q (x) operátor önmagára képez. Egy ábrázolás irredu
ibilis, amennyiben nemredu
ibilis. Belátható, hogy véges G 
soport esetén a DG 
soportduplának
sak véges sok inekvivalens irredu
ibilis ábrázolása van, és érvényes Mas
hkehíres tételének analogonja, miszerint minden ábrázolás felbomlik (sorrendt®leltekintve egyértelm¶en) irredu
ibilis ábrázolások direkt összegére. Más szó-val, az irredu
ibilis ábrázolások ismeretében teljes mértékben ellen®rzésünkalatt áll a DG ábrázoláselmélete.A direkt összeg mellett létezik egy másik ábrázolásokra értelmezett m¶-velet, amely fontos szerepet tölt be a 
soportok ábrázoláselméletében: ez atenzorszorzat. A tenzorszorzat �zikai szempontból is alapvet® szerepet ját-szik, hiszen egy összetett objektum Hilbert-terén a szimmetria
soportnak azegyes összetev®k Hilbert-terein megvalósuló ábrázolásainak tenzorszorzata



112 FÜGGELÉK C. CSOPORTDUPLÁKlép fel, más szóval a tenzorszorzat a szimmetriák és a hozzájuk kap
solódómegmaradó töltések kompozí
ióját írja le. Csoportduplák ábrázolásaira islétezik egy �zikailag motivált tenzorszorzat fogalom: ha A = (VA, PA, QA) és
B = (VB, PB, QB) a DG-nek két, a VA és VB lineáris terek feletti ábrázolása,akkor ezek A⊗B tenzorszorzata az a VA⊗B = VA⊗VB feletti ábrázolás, aholaz ábrázolási operátorok rendre

PA⊗B (x) =
∑

z∈G

PA (z) ⊗ PB
(
z−1x

) (C.6)és
QA⊗B (x) = QA (x) ⊗QB (x) . (C.7)Belátható, hogy a fenti tenzorszorzat fogalom egy asszo
iatív és kommu-tatív m¶veletet de�niál az ábrázolások ekvivalen
ia-osztályain, melynek egy-ségeleme az egységábrázolás, vagyis azon egydimenziós ábrázolása DG-nek,melyben P (x) = δx,1 és Q (x) = 1 (ami nyilván irredu
ibilis, mint mindenegydimenziós ábrázolás). Viszont � a 
soportábrázolások esetét®l eltér®en �a tenzorszorzat kommutativitása nem egészen triviális: míg 
soportábrázo-lások esetén a két különböz® sorrendben vett tenzorszorzat ekvivalen
iájátbiztosító
R : VA ⊗ VB → VB ⊗ VA

a⊗ b 7→ b⊗ aoperátor alakja univerzális, azaz független a tenzorszorzatban fellép® ábrá-zolásoktól, addig 
soportduplák ábrázolásai esetén az ekvivalen
iát biztosítóúgynevezett braiding-operátor alakja [38, 3℄
RAB : VA ⊗ VB → VB ⊗ VA

a⊗ b 7→
∑

x∈G

QB (x) b⊗ PA (x) a , (C.8)



C.1. ÁBRÁZOLÁSELMÉLET 113ami nyilvánvalóan függ minkét fellép® ábrázolástól. Egy másik alapvet® kü-lönbség, hogy míg R egy involu
ió, azaz a négyzete az egységoperátor, ad-dig ez általában nem teljesül RAB-re. Ennek a ténynek �zikai szempont-ból messzemen® következményei vannak: míg 
soportábrázolások többszöröstenzorszorzatain a megfelel® szimmetrikus 
soport hat, és ezért az ezeket re-alizáló �zikai elméletek gerjesztései permutá
iós statisztikáknak (általábanBose-Einstein vagy Fermi-Dira
) tesznek eleget, a 
soportduplák ábrázolásaiesetében a szimmetrikus 
soport szerepét az úgynevezett fonat
soport vesziát, és ezért az ezen ábrázolásoknak megfelel® gerjesztések általánosított, úgy-nevezett fonat-statisztikáknak tesznek eleget (anyonok és általánosításaik).A 
soportábrázolások esetéhez hasonlóan értelmezhetjük a fúziós sza-bályok fogalmát: az N r
pq fúziós együttható azt mondja meg, hogy mekkoramultipli
itással fordul el® az r irredu
ibilis ábrázolás a p és q irredu
ibili-sek tenzorszorzatában. Szintúgy értelmezhet® a konjugált � más elnevezésselkontragrediens � ábrázolás fogalma is, amit az jellemez (irredu
iblis ábrá-zolások esetében), hogy két irredu
iblis tenzorszorzata akkor és 
sak akkortartalmazza az egységábrázolást, ha a két irredu
iblis egymás konjugáltja.Fizikai szempontból a kontragrediens ábrázolás a töltéskonjugált terek szim-metriáját írja le.Mivel a tenzorszorzat kommutatív, ezért értelmes egy A ábrázolás önma-gával vett A ⊗ A tenzorszorzatát felbontani egy ∨2A szimmetrikus, és egy

∧2A antiszimmetrikus részre,
A⊗A = ∨2A⊕∧2A ,bár ez a felbontás messze nem triviális annak folyományaként, hogy a braiding-operátor nem involutív. Eme szimmetrizálások segítségével értelmezhet® 
so-portduplák irredu
iblis ábrázolásaira a Frobenius�S
hur-indikátorok klasszi-kus fogalmának analogonja: egy irredu
iblis ábrázolás Frobenius�S
hur-in-dikátora +1, ha szimmetrizált négyzete tartalmazza az egységábrázolást;−1,ha az antiszimmetrizált négyzet tartalmazza azt; végül az indikátor értéke 0,



114 FÜGGELÉK C. CSOPORTDUPLÁKha se a szimmetrizált, se az antiszimmetrizált négyzet nem tartalmazza azegységábrázolást, más szóval ha az ábrázolás nem ekvivalens a konjugáltjával.A fenti de�ní
ió érdekessége, hogy ennek analógiájára sikerült a Frobenius�S
hur-indikátorok fogalmát általánosítani tetsz®leges konform térelméletekre[7℄. A 
soportábrázolások esetéhez hasonlóan, 
soportduplákra is értelmez-het® a projektív ábrázolás fogalma. Ennek részletei megtalálhatóak az iro-dalomban: itt nem ismertetjük, mivel a permutá
iós orbifoldok elméletébenezek nem játszanak szerepet. Alapvet® különbség a két eset között, hogy míga projektív 
soportábrázolásokat a G 
soportnak egy 2-ko
iklusa (pontosab-ban ennek kohomologia-osztálya) írja le, 
soportduplák esetén egy 3-ko
iklus1lép ennek a helyére [38, 3, 4℄. Ez végs® soron arra vezethet® vissza, hogy a
soportduplák ábrázolásai egy ún. kétdimenziós 
soport ábrázolásainak fe-lelnek meg.C.2. Csoportduplák karaktereiA 
soportok és 
soportduplák ábrázoláselmélete közötti analógia egyik sa-rokköve, hogy az ábrázolási karakter fogalma általánosítható 
soportduplákábrázolásaira [4℄. Az ábrázolási karakter fogalmának a jelent®sége a 
sopor-tok ábrázoláselméletében közismert: a karakterek egyszer¶, egyértelm¶ nu-merikus jellemzését szolgáltatják az ábrázolások ekvivalen
ia-osztályainak, ésfelhasználva az irredu
ibilis karakterekre vonatkozó ortogonalitási relá
iókat,az ábrázolási karakter ismeretében egyszer¶ válasz adható a legalapvet®bbábrázoláselméleti kérdésekre, például könnyen meghatározható az adott ka-rakter irredu
ibilis dekompozi
iójában az egyes irredu
ibilisek multipli
itása,az irredu
ibilisek fúziós szabályai, vagy az elágazási szabályok [65, 77℄.1A G 
soport egy 3-ko
iklusa olyan φ : G3 → C× leképezés, amely eleget tesz a
φ (x1, x2, x3)φ (x1, x2x3, x4)φ (x2, x3, x4) = φ (x1x2, x3, x4)φ (x1, x2, x3x4)ko
iklus-egyenletnek bármely x1, . . . , x4 ∈ G esetén.



C.2. CSOPORTDUPLÁK KARAKTEREI 115A DG 
soportdupla VA lineáris tér feletti A = (VA, PA, QA) ábrázolásának
ψA karaktere de�ní
ió szerint a PA (x)QA (y) operátor nyoma:

ψA (x, y) = Tr (PA (x)QA (y)) . (C.9)Mint a de�ní
ióból kit¶nik, a szokásos 
soportkarakterekkel ellentétben adupla ábrázolási karakterei nem egyes 
soportelemekhez rendelnek egy kom-plex számot, hanem 
soportelemek rendezett párjaihoz, azaz a dupla egykaraktere egy G× G → C függvény. Belátható, hogy a karakterek egyértel-m¶en jellemzik a 
soportduplák ábrázolásait, vagyis két ábrázolás akkor és
sak akkor ekvivalens, ha karaktereik megegyeznek. Másik alapvet® tulajdon-ságuk, amely könnyen következik a de�ní
ióból, hogy a karakterek additívak,vagyis egy direkt összeg karaktere az egyes összeadandók karaktereinek azösszege:
ψA⊕B (x, y) = ψA (x, y) + ψB (x, y) . (C.10)Az A⊗B tenzorszorzat karakterének kifejezése valamivel bonyolultabb alakotölt:

ψA⊗B (x, y) =
∑

z∈G

ψA (z, y)ψB
(
z−1x, y

)
, (C.11)amint az könnyen levezethet® a de�ní
ióból.Mint láttuk, a DG 
soportdupla egy karaktere egy ψ : G × G → Cfüggvény, de nem akármilyen (ahogy egy χ : G → C 
soportkarakter semtetsz®leges komplex érték¶ függvény a 
soporton, hanem osztályfüggvény,azaz konjugált 
soportelemekhez ugyanazt az értéket rendeli): ugyanis egyábrázolási karakter eleget tesz a1. ψ (x, y) = 0 ha xy 6= yx;2. ψ (xz, yz) = ψ (x, y)feltételeknek minden x, y, z,∈ G-re. A 
soportkarakterekkel fennálló analó-gia alapján szokás a fenti két feltételt kielégít® ψ : G×G→ C függvényeket



116 FÜGGELÉK C. CSOPORTDUPLÁK(dupla) osztályfüggvényeknek nevezni. Az ábrázolási karakterek osztályfügg-vény volta egyszer¶en következik a nyom 
iklikus voltából és az ábrázolásioperátorok alaptulajdonságaiból. Valóban,Tr (P (x)Q (y)) = Tr (P (x)P (x)Q (y)) = Tr (P (x)Q (y)P (x))

= Tr (P (x)P
(
yxy−1

)
Q (y)

)
= δx,yxy−1Tr (P (x)Q (y)) ,ahol az els® lépésben P (x) projektor voltát használtuk ki, a második lé-pésben a nyom 
ikli
itását, a harmadikban az ekvivarian
ia-feltételt, míg anegyedikben a projektorok ortogonalitását. Hasonló módonTr (P (xz)Q (yz)) = Tr (Q (z)−1 P (x)Q (y)Q (z)

)

= Tr (P (x)Q (y)Q (z)Q (z)−1) = Tr (P (x)Q (y)) .Megjegyezzük, hogy ábrázolási karakterekre az
ψ
(
x, y−1

)
= ψ (x, y) (C.12)összefüggés is igaz, ahol szokás szerint felülvonással jelöltük a komplex kon-jugálást, de ez a tulajdonság nem tartozik az osztályfüggvények általánosjellemz®i közé.Egy G véges 
soport DG duplájának osztályfüggvényei egy véges dimen-ziós lineáris teret alkotnak, melynek egy bázisát alkotják az irredu
ibilis áb-rázolások karakterei. Valójában ennél sokkal többr®l van szó, ugyanis az ir-redu
ibilis karakterek egy ortonormált bázist alkotnak az osztályfüggvényekterében a

〈ψ1, ψ2〉 =
1

|G|

∑

x,y∈G

ψ1 (x, y)ψ2 (x, y) (C.13)skalárszorzatra nézve. Az irredu
ibilis karakterek ortonormáltsága, azaz
1

|G|

∑

x,y

ψp (x, y)ψq (x, y) = δp,q , (C.14)



C.2. CSOPORTDUPLÁK KARAKTEREI 117ahol Irr (DG) = {ψ1, . . .} jelöli DG inekvivalens irredu
ibilis ábrázolásainakkaraktereit, spe
iális következménye egy sokkal általánosabb, az irredu
ibliskarakterekre vonatkozó úgynevezett általánosított ortogonalitási relá
iónak :
1

|G|

∑

z∈G

ψp (x, z)ψq
(
x, z−1y

)
= δp,q

ψp (x, y)

dp
, (C.15)ahol dp =

∑

x∈G ψp (x, 1) nem más, mint a megfelel® irredu
ibilis ábrázolásdimenziója2.A 
soportkarakterek esetéhez hasonlóan, 
soportduplák karaktereire isléteznek úgynevezett második ortogonalitási relá
iók, melyek alakja
∑

p∈Irr(DG)

ψp (x1, y1)ψp (x2, y2) =
∑

z∈G

δx2,x
z
1
δy−1

2 ,yz
1
, (C.16)és amelyek fontos szerepet játszanak a 
soportdupla ábrázolások moduláristulajdonságainak analízisében.Az irredu
ibilis karakterek ortonormáltsága segítségével egyszer¶ megol-dás adható � a 
soportábrázolások esetével analóg módon � az ábrázolásel-mélet alapproblémájára: hogyan határozzuk meg egy adott ábrázolás irredu-
ibilis dekompozí
iójában fellép® irredu
ibilisek multipli
itásait? Valóban,ha ψ jelöli a vizsgált ábrázolás karakterét, melynek irredu
ibilis dekompozí-
iójában np multipli
itással fordul el® a p irredu
ibilis, akkor a karakterekadditivitása miatt fennáll, hogy

ψ (x, y) =
∑

p∈Irr(DG)

npψp (x, y) .Ebb®l azonnal adódik a (C.14) ortogonalitási relá
ió felhasználásával, hogy
np =

1

|G|

∑

x,y∈G

ψp (x, y)ψ (x, y) , (C.17)2Valóban,∑
x
Tr (P (x)Q (1)) = Tr (idV ) = dimV .



118 FÜGGELÉK C. CSOPORTDUPLÁKami könnyen számolható az irredu
ibilis karakterek ismeretében.A multipli
itásokra vonatkozó fenti (C.17) eredmény, és a tenzorszorzatkarakterére vonatkozó (C.11) képlet alapján egyszer¶, zárt kifejezés adhatóa fúziós együtthatókra:
N r
pq =

1

|G|

∑

x,y,z,∈G

ψp (x, z)ψq (y, z)ψr (xy, z) . (C.18)Egy irredu
ibilis DG ábrázolás Frobenius�S
hur-indikátorának kifejezéseaz ábrázolási karakter segítségével már valamivel bonyolultabb:
νp =

1

|G|

∑

x,y∈G

δxy,yx−1ψp
(
x, y2

)
, (C.19)amit az Rpp braiding-operátor spektrális felbontása révén lehet belátni. Meg-jegyezzük, hogy érvényes az

1

|G|

∑

x,y∈G

δxy,yx−1ψp
(
x, y2z

)
=
νp
dp
ψp (x, z) (C.20)összefüggés, aminek a Frobenius�S
hur-indikátorok és a Klein-pala
k ampli-túdó kap
solatának vizsgálatában van jelent®sége.Végezetül említsük meg a 
soportduplák talán legfontosabb tulajdonsá-gát: a hozzájuk rendelhet® moduláris adatok létezését [38, 4, 33℄. A fen-tebb tárgyalt tulajdonságok, els®sorban az ortogonalitási relá
iók segítségé-vel megmutatható, hogy a

Tpq =
1

|G|

∑

x,y∈G

ψp (x, y)ψq (x, xy) (C.21)és
Spq =

1

|G|

∑

x,y∈G

ψp (x, y)ψq (y, x) (C.22)kifejezésekkel értelmezett S és T mátrixok eleget tesznek a moduláris ada-



C.2. CSOPORTDUPLÁK KARAKTEREI 119tokra vonatkozó feltételeknek (lásd 5.2 alfejezet). Ez nem véletlen, a holomorforbifoldok elmélete szerint ezek éppen a G twist-
soportú holomorf orbifol-dok moduláris adatait szolgáltatják3. Valójában ennél sokkal többr®l van szó:a 
soportdupla ábrázolásai egy moduláris tenzorkategóriát alkotnak, amelymegegyezik a megfelel® holomorf orbifold modellre jellemz® tenzorkategóriá-val.

3Egészen pontosan ez 
sak akkor igaz, ha a twist-
soport nem projektíven ábrázolódik aHilbert-téren: projektív ábrázolások esetén bizonyos módosítások szükségesek, és twistelt
soportduplák ábrázolásait kell tekinteni.
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