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1. fejezet

Bevezetés

A permutéaciés orbifoldok — jelen értekezés targyat alkotdo — elmélete tobb,
latszolag alapvet&en eltéré szempontbol vizsgalhato. A tradicionalis megkd-
zelités szerint a kétdimenzios konform térelméletek |23, 50| egy fontos alosz-
talyanak, az orbifold modelleknek |44, 45| egy specialis valfajat alkotjak a
permutécios orbifoldok |68, 25, 8, 11, 20, 61|, amikor az tgynevezett twist-
csoport egy permutaciocsoport, azaz valamely szimmetrikus csoport rész-
csoportjal. Ebbél a szempontbol nézve a f6 eredmény tigy fogalmazhato
meg, hogy bar ezen modellek altalaban se nem holomorfak — azaz az orbi-
foldizacio el6tti elmélet primér tereinek szama (a maximalisan kiterjesztett
szimmetria-algebrara nézve) egynél nagyobb —, se nem abeliek — azaz a twist-
csoport altalAban nem kommutativ —, mégis teljes mértékben ellenérzésiink
alatt all az elmélet szerkezete, éles ellentétben az altaldnos esettel, ahol a
fenti koriilmények kozott gyakorlatilag semmilyen lényegi informécioval nem
rendelkeziink néhany teljesen atfogo, és ezért gyakorlatilag semmitmondo
megallapitastol eltekintve. Konnyen belathato, hogy a permutécios orbifol-
doknak ezen alapvets tulajdonsaga, s6t, egyaltalan a kérdésfeltevés jogossaga

— vagyis univerzalis, a dinamika részleteitGl tobbé-kevésbé fiiggetlen Gssze-

LA konform térelméletekkel és orbifold modellekkel kapcsolatos alapvetd ismeretek meg-
talalhatok a szerzé kandidatusi értekezésében [73].
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fiiggések létezése — a twist-csoport hatasanak univerzalitdsaval (permutacios
hatas) magyarazhato, ezért az altalanos esetben nem is varhato a permuta-
cios orbifoldok elméletének mélységét és részletességét (akar csak részben)

megkozelits elmélet létezése.

A permutéciés orbifoldok elmélete egy alternativ, kevésbé elterjedt ér-
telmezés szerint a mértékszimmetridk altalanos elméletének egy nagyon spe-
cidlis alfejezete. Specidlis tipust mértékszimmetriak — diszkrét permutacios
szimmetridk hatésat vizsgélja specidlis dinamikiaju kétdimenzios konform-
invarians — kvantumtérelméletekben. Ebb6l a szempontbdl az elmélet érde-
kessége megint csak abban rejlik, hogy — ellentétben az altalanos esettel — a
permutacios orbifoldok szerkezete 1ényegében ismert: barmely fizikailag rele-
vans kérdés elvileg megvalaszolhato |8, 11|. Ez persze nem jelenti azt, hogy
az Osszes felmeriil6 kérdésre méar ismert a valasz, sem azt, hogy egy adott
kérdés megvalaszolésa trividlis lenne, mindossze annyit, hogy az elmélet f6bb
alapelvei és modszerei tisztazottak, szemben a mértékszimmetriak altalanos
elméletével, ahol néhany &altalanos Osszefiiggésen til leginkabb csak kozelits
modszerek allnak rendelkezésre a mértékszimmetriak hatasanak tanulméanyo-
zasara. Persze a fent emlitett két megkozelités egyaltalan nem fiiggetlen
egymastol: altaldban megéllapithato, hogy az orbifold modellek nemtrivia-
lis diszkrét mértékszimmetridkkal rendelkezé konform térelméletekként értel-
mezhetdk, ahol a twist-csoport nem mas, mint a diszkrét mértékszimmetriak
csoportja. Pragmatikus szempontbol gy fogalmazhatunk, hogy mig a kon-
form térelméleti megkdzelités szerint a permutacios orbifoldok elmélete egy
altalanos konstrukcios eljarast ad, melynek segitségével konzisztens konform
térelméletekbdl 1j, szintén konzisztens konform térelméletek szarmaztatha-
tok teljes mértékben ellen6rzott koriilmények kozott, addig a mértékszimmet-
ridk elméletével kapcsolatos megkozelités szerint egy olyan kisérleti tereppel
van dolgunk, ahol megint csak kontrolalt koriilmények kozott — vizsgalhat-

juk a mértékszimmetridk hatasat egy kvantumtérelmélet szerkezetére.

A fent ismertetett két megkozelités mar onmagaban elegendd indokot



szolgaltat a permutécids orbifoldok részletes tanulmanyozasara. Egy tovabbi
fontos szempont, amely az elmélet jelentGségét indokolja, hogy fontos sze-
repet tolt be az alapvets kolecsonhatésok végss egyesitését célul kitiizs, je-
lenleg is rendkiviil népszert hirelméletek vizsgalatdban. Egyfel6l a huarok
masodkvantalasanak problematikija a legegyszertibben a permutaciés orbi-
foldok egy specialis valfaja, az ugynevezett szimmetrikus szorzatok [37, 16|
segitségével targyalhatd; masrészt a permutacios orbifoldok szolgaltatjak a je-
lenleg ismert leghatékonyabb modszert a hiirelméletek és a kétdimenzios kon-
form térelméletek mélyebb tulajdonsagainak vizsgalatara [9]. A perturbativ
har-vakuumok és particios fliiggvényeik osztalyozasara iranyulo probalkozasok
alapja a késGbb targyaland6 kongruencia-részcsoport tulajdonsig, amelynek
egyetlen ismert bizonyitdsa a permutécios orbifoldok elméletén alapszik, de
a hirelmélet nemperturbativ aspektusainak vizsgalataban is jelentés szerep
jut az elméletnek, példaul az in. permutaciés D-brane konfiguraciok révén

|75].

Osszegezve azt mondhatjuk, hogy a permutéacios orbifoldok elmélete mind
elvi — a mértékszimmetriaknak egy fizikai rendszer viselkedésére gyakorolt ha-
tasanak jobb megértésében —, mind gyakorlati szempontbdl — a hiirelmélet
és a konform térelmélet kiilonféle kérdéseinek tanulmanyozasiaban  fontos
szerepet tolt be a modern elméleti fizikiban. Jelen értekezés célja, hogy
felvazolja az elmélet alapvetd eredményeit és azok néhany fontosabb alkal-
mazasat. Ennek megfelelGen a masodik fejezetben a mértékszimmetriakkal
és orbifold modellekkel kapcsolatos altalanos megfontolasok rovid attekintése
fejezetben targyaljuk a permutacios orbifoldok két olyan alaptulajdonsagat

a tranzitivitast és az univerzalitist , amelyek donté szerepet jatszanak
mind az elmélet kifejtésében, mind a kiilonféle alkalmazasaiban. A negyedik
fejezetben — a particiés fiiggvény konform térelméleti fogalmanak attekin-
tése utan, beleértve a magasabb génuszok esetét ismertetjiik a permuté-

cios orbifoldok particios fiiggvényeinek szerkezetét, amely az elmélet egyik
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legfontosabb eredménye, és fontos szerepet jatszik példaul a szimmetrikus
szorzatok elméletében. Az 6todik fejezetben targyaljuk a permutacios or-
bifoldok primér tereinek osztalyozasat, a kiralis karakterek szerkezetét, a
modularis adatok és a fizios szabalyok kapcsolatat az orbifoldizacio elGtti
rendszer megfelel6 mennyiségeivel. A hatodik fejezetben megfogalmazzuk
az orbifold-kovariancia elvét, és ismertetjiik két fontos alkalmazasat: egyfe-
161 az irdanyitatlan hirok elméletében fontos szerepet jatszo Klein-amplitudo
alakjara vonatkoz6 — Pradisi, Sagnotti és Stanev nevéhez fiiz6d§ — sejtés
alatamasztasaban; masfelsl a racionalis konform térelméletek egyik alapvetd
tulajdonsagénak, az un. kongruencia-részcsoport tulajdonsagnak az igazo-
lasaban. Végiil az utolso, hetedik fejezetben Osszefoglaljuk az értekezésben
ismertetett eredményeket, és kitekintést adunk az elmélet tovabbi potenci-
alis alkalmazasairol, valamint tovabbfejlesztési lehetGségeirsl. Az értekezést
harom fiiggelék zéarja, amelyekben néhény, az értekezésben fontos szerepet

jatsz6 matematikai fogalom keriil ismertetésre.

E ponton célszeriinek ttinik roviden vazolni a permutécios orbifoldok el-
méletének el6zményeit és az elmélet kidolgozasanak f6bb allomésait. Az or-
bifoldok fogalmat 1985-ben vezette be Dixon et al. |44, 45| a harelmélet re-
alisztikus kompaktifikacidinak vizsgalata soran. Mivel a hurelméletek belss
szerkezetébol kovetkezik, hogy sima Minkowski-térben konzisztens hiirdina-
mika csak bizonyos dimenziokban, az an. kritikus dimenziokban lehetséges

bozonikus hurokra a kritikus dimenzié értéke 26, mig szuperhirokra ez
az érték 10 |, ezért az egyik legfontosabb el&feltétele annak, hogy a hirel-
méletet az alapvetd fizikai kolesonhatasok egyesitett elméletének megalkota-
saban felhasznaljuk az, hogy megmagyarazzuk, miért csak négy dimenziot
észleliink az alacsony (értsd: Planck-skalahoz viszonyitva alacsony) energi-
akon. E probléma feloldasara sziiletett egyik legkorabbi, maig legnépsze-
riibb elképzelés szerint a fizikai téridé a négydimenzios Minkowski-tér és egy
olyan kompakt sokasag Descartes-szorzataként all el6, melynek belsé dimen-

zi61 annyira gorbiiltek, hogy jelenlétiik nem mutathat6 ki alacsony energia-



kon. Ilyen tipusu sokasigokra példak az an. Calabi- Yau sokasdgok, melyek
mindmaig fontos szerepet jatszanak a szuperhiurelmélet kompaktifikicidinak
vizsgalatdban. Ezen sokasigok el6nye, hogy topologiai szerkezetiik bizto-
sitja a kompaktifikalt elmélet tobb jo tulajdonsigét: a kompaktifikalt elmélet
téridG-szuperszimmetriajat (amely példaul megoldast nydjthat a hierarchia
problémara), a kompaktifikalt elmélet spektruma feletti ellendrzést (a kiralis
fermion-csaladok szamat a sokasag Euler-karakterisztikdja hatarozza meg),
az alacsonyenergids mértékszimmetriak realisztikus voltat, stb. Viszont nagy
hatranyuk, hogy ezen sokasagok metrikus tulajdonsagaival kapcsolatos isme-
reteink korlatozott volta nem teszi lehetévé a kompaktifikalt elmélet részletes

Osszevetését az alacsonyenergias tapasztalatokkal.

A Calabi-Yau kompaktifikdciokkal szemben az tn. toroidalis kompaktifi-
kéciok — amikor a belsé gorbiilt sokasag egy megfeleld dimenzids torusz, amit
az euklideszi térnek egy transzlaciocsoport szerinti faktortereként kapunk
lehet6vé teszik az alacsonyenergias elmélet tulajdonsagainak részletes elem-
zését, példaul az alacsonyenergias gerjesztések Yukawa-csatolasainak explicit
meghatarozasat. Hatranyuk viszont, hogy semmiképpen nem vezethetnek
realisztikus hurfenomenologiara: az alacsonyenergias elmélet részecskespek-
truma és mértékszimmetridi nem egyeztethetGk Ossze a kisérleti tapasztala-
tokkal. Az orbifold kompaktifikiciok |44, 45| alapotlete az, hogy toroidalis
kompaktifikaciok helyett olyan belsé sokasagokat tekintsiink, amelyek egy
megfelel6 dimenzios torusznak egy diszkrét — altalaban véges — izometriacso-
port szerinti faktortereként allnak el6. Ezzel egyrészt kompaktifikicioknak
egy olyan osztalyahoz jutunk, amely elég kozel all a toroidalis kompaktifikéa-
ciokhoz ahhoz, hogy remélhetéleg a toroidalis kompaktifikdciokra kidolgozott
szamitasi eljarasok és csoportelméleti modszerek segitségével a fontos jellem-
70k meghatarozhatok lesznek, masrészt lehetdség nyilik az alacsonyenergias

részecskespektrum és a mértékszimmetridk jelentés mértékd redukciojara.

Ami a masodik pontot illeti, az orbifold kompaktifikiciok bevaltottak

a hozzajuk fiizott reményeket: megfelel6 modszerekkel konstrualhatok olyan
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orbifold kompaktifikiciok, melyek alacsonyenergias mértékcsoportja megegye-
zik valamely népszerii GUT, vagy akir a Standard Modell mértékcsoportja-
val, és a részecskespektrum is igen kozel all a kivanatoshoz. Sajnos lesza-
mitva néhiny igen egyszerii, ciklikus izometriacsoportokra alapozott esetet,
amelyek nem szolgaltatnak realisztikus hirkompaktifikiciot —, a fizikai jel-
lemz6k meghatarozasa komoly akadalyokba iitkozik. Tobbek kozott mind a
mai napig nem létezik altalanos eljaras nemkommutativ csoportokon alapul6
orbifold kompaktifikiciok vizsgalatara, bar ezek lennének a legalkalmasab-
bak realisztikus alacsonyenergias viselkedés leirasara. A fentiek ellenére az
orbifold kompaktifikdciok mindmaig jelentds szerepet jatszanak a hurelmélet
altalanos kérdéseinek tanulmanyozasaban és az ugynevezett hirfenomenolo-
giaban.

Az orbifold modellek tanulméanyozasaban a kovetkezs, donté jelentGségii
elrelépés Dijkgraaf et al. nevéhez fliz6dik [39]. Ok ismerték fel 1989-ben —
pontosabban 6k fogalmaztak meg elséként —, hogy az orbifold modellek nem
masok, mint diszkrét mértékszimmetriakkal rendelkez6 kétdimenzios konform
térelméletek. Analizisiik soran megmutattak, hogy speciélis tipust, tgyne-
vezett holomorf orbifoldok esetén (amikor az orbifoldizacio elGtti elméletnek
mindGssze egy primér tere van) az elmélet szerkezete lényegében leirhato
pusztan csoportelméleti modszerekkel: mai szohasznalattal élve, egy holo-
morf orbifoldhoz asszocialt moduldris tenzorkategoridt |72, 82, 2| teljes mér-
tékben meghataroz az orbifoldizaciohoz felhasznalt diszkrét mértékcsoport
a twist-csoport , bizonyos kohomologikus jellemzsk erejéig. Eme kohomolo-
gikus jellemzGk szerepét, illetve a holomorf orbifoldoknak a haromdimenzios
topologikus térelméletekkel valo kapcsolatat egy évvel késGbb tisztazta Dijkg-
raaf és Witten [40] hires cikke. Bar e két cikk alapjan lehetdvé valt a holomorf
orbifold modellek modularis tulajdonsagainak és flizids szabalyainak explicit

meghatarozasa, tobb alapvetd kérdés mindmaig tisztazatlan e témakorben:

1. Mi a kapcsolat a twist-csoport konkrét realizacioja (mint az orbifol-

dizalt elmélet szimmetriacsoportja) és a konstrukcioban szerepld 3-
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kociklus kozott?

2. Hogyan hatarozhatok meg az elmélet mas, a modularis tulajdonsagokon
tilmutato jellemz6i, példaul a particios fiiggvények, a kiralis karakte-

rek, a korrelacios fiiggvények, stb?
3. Hogyan &ltalanosithato az elmélet nem-holomorf orbifoldokra?

A fent ismertetett eredmények egy mésik hidnyossiga volt a konkrét szam-
szerii értékeket szolgaltatd formulédk rendkiviil bonyolult, nehezen kezelhetd
volta, ami  utolagos bolcsességgel — a leirdshoz hasznalt matematikai ap-
paratus inadekvat voltat tiikrézte. A kiutat ebbdl a helyzetbdl az akko-
riban elterjedé Hopf-algebrai mddszerek szolgaltattak. A holomorf orbifol-
dok modularis tulajdonsagainak Hopf-algebrai leirasat elséként Dijkgraaf et
al. [38], valamint a szerz6 [3, 4, 73| adta meg. E leiras alapja az a fel-
ismerés, hogy tetszéleges (diszkrét) csoporthoz és annak egy unimodularis
3-kociklusahoz hozzarendelhetd egy kvazi-triangularis kvazi Hopf-algebra, a
csoport ugynevezett (twistelt) dupléja, amely egyfeldl realizalodik az orbi-
fold modell allapotterén, masfelsl dbrazolésai egy moduléris tenzorkategoriat
alkotnak, amely megegyezik az adott twist-csoporti holomorf orbifold mo-
dellhez asszocialt modularis tenzorkategoriaval. Masszoval, a twist-csoport
(twistelt) dupldja dbrazolasainak ismeretében meghatarozhatok a holomorf
orbifold modell moduléris tulajdonsigai. Dont6 egyszertisitésre vezet az a
tény, hogy a véges csoportok &bréazolasi karaktereinek mintajara  véges
csoportok duplajanak abrazolasaihoz is hozzarendelheték egyszertd numeri-
kus invaridnsok, a karakterek, melyek a szokasos abréazolasi karakterekhez
hasonl6 tulajdonsagokkal birnak, példaul ortogonalitasi relaciokat elégitenek
ki, és amelyek segitségével egyszeri alakban fejezhetGk ki a holomorf orbifold
modell modularis adatai [4].

A Hopf-algebrai leirds, bar eredetileg csak a korabbrél méar ismert, ho-
lomorf orbifoldokra vonatkozo6 eredmények matematikailag adekvat leirasara

szolgalt, messze tilmutat a fenti célkitiizésen. Segitségével lehetvé valt olyan
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kérdések vizsgalata, mint a holomorf orbifoldok magasabb génuszi tulaj-
donséagai [5, 6] vagy a szimmetriasértGé hatarfeltételek [56]. Megjegyezziik,
hogy létezik a konstrukcionak egy messzemend, az ugynevezett kétdimenzios
csoportok [26] (més elnevezéssel keresztezett modulusok) elméletén alapuld
altalanositasa, melynek egy specidlis részeseteként kapjuk vissza a csoporto-
duplak abrazolaselméletét (egy masik specialis esetben a csoportok szokasos
abrazolaselmélete adodik), de eme 1j eredmények targyalasa messze tulmu-

tatna jelen értekezés témajan.

A fent vazolt fejleményekkel nagyjabol egyidében vezette be Klemm és
Schmidt [68] a permutdcids orbifold fogalmat. Alapétletiik a kovetkezd volt:
tekintsiink egy konform térelmélettel leirhaté rendszert, és vegyiink bel6le
tobb, egymastol fiiggetlen (azaz nem kolesonhat6) replikat. Ezen replikak
Osszessége egy 1j rendszert alkot, melynek dinamikija tovabbra is leirhato
egy kétdimenzios konform térelmélettel, és az egyes alrendszerek megkiilon-
boztethetetlensége miatt a replikdk minden egyes permutacidja a rendszer
egy szimmetridja. Ezért lehetGség nyilik ezen Gsszetett rendszer alrendszerei-
nek tetszdéleges permutacioit mértékszimmetridknak tekinteni, azaz az altaluk
generalt twist-csoporttal orbifoldizalni: e konstrukcio eredményét nevezziik
permutécios orbifoldnak. Klemm és Schmidt felismerése az volt, hogy ebben
az esetben az altalanossagokon tilmend hatarozott joslatok fogalmazhatok
meg a permutécios orbifold szerkezetére vonatkozoan, felhasznélva a particios
fiiggvények modularis tulajdonsagait. Fontos megemliteni, hogy ez a konst-
rukcié tiulmutat a holomorf orbifoldok kérdéskorén, mivel az egyes replikik
dinamikajat leir6 konform térelméletre vonatkozoan semmiféle megszoritast

nem sziikséges tenni.

Klemm és Schmidt eredeti munkajat az évek folyaméan tobb cikk kovette
|53|, amelyek a particios fiiggvények modularis tulajdonsigainak kiaknaza-
saval igyekeztek feltarni a permutéacios orbifoldok szerkezetét. Itt érdemes
megemliteni, hogy még a permutacios orbifold fogalmanak bevezetése elGtt

Forgacs et al. realisztikus hurkompaktifikaciok vizsgalata soran leirtak az 1-es
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szintli By Wess—Zumino-modell egy Z, permutacios orbifoldjat [48].

A dontd el6relépés a permutacios orbifoldok elméletében Borisov, Halpern
és Schweigert nevéhez flizGdik, akik 1998-ban megadtik a Z, twist-csoporton
alapul6 permutéacios orbifoldok moduléris tulajdonsagainak, fazios szabalya-
inak, és kiralis karaktereinek szerkezetét, és felvazoltak eme eredmények al-
talanositasat prim rendd ciklikus twist-csoportokra [25]. A konkrét ered-
ményeken tilmenden ez a cikk megmutatta, hogy a permutacios orbifoldok
szerkezete lényegében meghatarozhato az eredeti, az egyes replikdk dinami-
kajat leird konform térelmélet és a twist-csoport ismeretében. Eme alapvetd
munka talédn legf6bb hidnyossaga, hogy bar az eredmények vilagosan és meg-
gy6zGen lettek megfogalmazva, az eredményekhez vezeté gondolatmenetrdl
méar nem allithatd ugyanez. Egy masik, a fentivel 6sszefiiggd hidnyosséga a
cikknek az, hogy nem ad tdmpontot arra nézve, hogyan lehet eredményeit al-
talanositani a prim rendd ciklikus twist-csoportok igencsak specialis esetérdl
tetszGleges, akar nemkommutativ permutéacidécsoportokra. Az elméletnek ezt
a teljesen altaldnos valtozatat végiil a szerzé dolgozta ki és publikilta tobb,

egymasra épiil6 kozleményben [8, 9, 10, 11, 15].

Borisov et al. cikkét idében némileg megelGzve és attol fiiggetleniil szii-
letett meg Dijkgraaf et al. munkassaga eredményeként az ugynevezett szim-
metrikus szorzatok elmélete 37|, amely a permutacios orbifoldok elméletének
egy rendkiviil fontos specidlis esete. Az elmélet alapjaul szolgal6 elképzelés
a kovetkezd modon fogalmazhatdé meg: a kvantumelmélet egyik alapelve, az
azonos részecskék megkiilonboztethetetlenségének elve szerint azonos tipusa
elemi objektumok permutéicios szimmetridja mindig mértékszimmetria. Ho-
gyan érvényesithetd ez az elv abban az esetben, ha az elemi objektumok
harok, vagyis hogyan kell masodkvantalni a hurelméletet? A nehézség abban
rejlik, hogy szemben a kvantumtérelméletek elemi gerjesztéseivel, amelyek
altalaban véges sok belsd szabadsagi fokkal rendelkeznek, és amelyek esetén
a fenti elv az allapottér szimmetrizalasaval (fermionok esetén antiszimmetri-

zélasaval) érvényesithets, a hiirok végtelen sok belss szabadsagi fokkal ren-
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delkeznek, melyek dinamikajat egy kétdimenzios konform térelmélet irja le.
Dijkgraaf et al. valasza a fenti kérdésre az, hogy a masodkvantélt hirelmé-
letben egy N-hur konfiguraciot tovabbra is egy konform térelmélet ir le, amit
gy kapunk, hogy az egyetlen hir dinamikijat leir6 konform térelméletnek
tekintjiik az Sy szimmetrikus csoport szerinti permutéacios orbifoldjat (hiszen
a hurok barmely permutacioja mértékszimmetria). Természetesen, mivel egy
méasodkvantalt elméletben a hurok szamat nem rogzithetjiik, ezért a fizikai
jellemzéket az Osszes N-hur konfiguracio jellemzGinek felosszegzésével haté-
rozhatjuk meg: meglepé modon, a fenti felosszegzés elvégezhets egy teljesen
altalanos kombinatorikai eredmény segitségével.

Meg kell emliteni, hogy a fentiek alapjan a kvantummechanikabol meg-
ismert dichotémia, vagyis a Bose-Einstein és a Fermi-Dirac statisztikak lé-
tezése, latszolag hianyzik a méasodkvantalt hirelméletbél. Dijkgraaf ismerte
fel [36], hogy ez valdjaban nincs igy: az orbifoldizacios eljaras mindig mo-
dosithato egy kohomologikus jellemz6, az tigynevezett diszkrét torzid beve-
zetésével [83], és szimmetrikus szorzatok esetén mindossze egy nemtrividlis
diszkrét torzié létezik (ez a szimmetrikus csoportok szerkezetébdl adodik).
Természetesnek tiinik ezt a jelenséget a bozon-fermion dichotémia hirelmé-
leti megfelelGjeként értelmezni.

Diohéjban 6sszefoglalva, a fentiek jelentették a jelentGsebb mérfoldkove-
ket a permutacios orbifoldok fogalméanak kialakuldsaban. A kovetkezé feje-
zetben — a mértékszimmetridkkal és orbifold modellekkel kapcsolatos néhany
altalanos meggondolas utan ismertetjiik a permutacios orbifold preciz de-
az elmélet fontosabb eredményeit; végiil réviden vazoljuk az elmélet néhany

alkalmazéasat.



2. fejezet

Orbifoldok

Mint a bevezetd fejezetben hangstlyoztuk, a permutéacios orbifoldok elmé-
lete tgy is felfoghatd, mint a mértékszimmetridk hatdsdnak vizsgélata spe-
cialis koriilmények kozott. Mivel a mértékszimmetridkat sokan a Yang-Mills
elméletekbdl ismert lokdlis mértékszimmetriakkal azonositjak, ezért elGszor
roviden tisztazzuk, hogy mit is értiink e fogalom alatt, majd utdna attériink
az orbifold modellek vizsgalatara altalaban. A fejezet legvégén bevezetjiik a
permutacios orbifold fogalmat, amely az értekezés tulajdonképpeni targyat

alkotja.

2.1. Meértékszimmetriak

A fizika alapvet§ feladata a fizikai objektumok idéfejlédésének leirasa, vagyis
annak megvélaszolasa, hogy adott kezdeti- és mellékfeltételek mellett a vizs-
galt objektum hogyan valtoztatja allapotat az idé mulasaval. Mivel kvantita-
tiv leirasra toreksziink, ezért az allapotokat numerikus paraméterekkel jelle-
mezziik, bevezetve az allapotok terét: ez lehet példaul az objektum fazistere
a klasszikus mechanikdban, vagy az objektum Hilbert-tere a kvantumelmé-
letben, de elvileg méas leirasok is lehetségesek. A rendszer idéfejldését egy

allapottérbeli folytonos gorbe irja le, és a dinamikai elv — legyen az varidcios
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elv, differencidlegyenlet-rendszer, vagy barmi més — kivalasztja az 6sszes foly-
tonos gorbe koziil azokat, amelyek valodi fizikai idéfejlsdésnek felelnek meg!.
E leirasban az objektum egy szimmetriaja nem mas, mint az allapottér egy
olyan transzforméacidja, amely a dinamikai elv altal megengedett barmely
trajektoriat egy szintén megengedett trajektoriaba visz at, azaz felcserélhetd

az idéfejlodéssel.

Fontos megjegyezni, hogy az allapottér kiilonb6zG6 pontjai nem sziikség-
szertien felelnek meg kiilonboz6 fizikai allapotoknak, vagyis az allapotleiras
nem feltétleniil egyértelmi. Ennek lehetnek mind pragmatikus, mind elvi
okai: meglehet, hogy a dinamikai elv megfogalmazasa kiilondsen egyszeri
egy adott allapottéren, amelynek pontjai nincsenek egy-egyértelmii kapcso-
latban a fizikai allapotokkal, de az is el6fordulhat, hogy elvi okok miatt nem
lehetséges egyértelmi allapotleirdas. Barhogy is legyen, kitiintetett szerepet
jatszanak azon szimmetridk, amelyek az allapottér barmely pontjat ugyan-
azon fizikai allapotnak megfelel pontba transzforméaljak. Ezen szimmetria-
kat nevezziik mértékszimmetridknak, és Osszességiik alkotja az elmélet mér-

tékesoportjat.

Jol ismert példat szolgaltat mértékszimmetridkra a klasszikus elektro-
dinamika vakuumban. Ekkor ugyan lehetséges az egyértelmii allapotleiras,
hiszen az elektromos és a magneses térerdsség egyértelmiien jellemzi az elek-
tromagneses tér allapotat, a dinamikai elvet pedig a Maxwell-egyenletek
szolgaltatjak, de lehetséges egy alternativ, az elektromagneses potencialo-
kon alapul6 allapotleiras is, amely mar nem egyértelmt, de a dinamikai elv
leegyszertisodik, hiszen az elektromagneses potencidlok mindegyike egy for-
rasmentes hullamegyenletet elégit ki. Ez esetben a mértékszimmetriak nem
masok, mint a klasszikus mértéktranszfoméaciok az elektroméagneses potenci-
alokon. Egy maésik fontos példa az azonos részecskék permutacios szimmetri-

aja a kvantumelméletben: az azonos részecskék megkiilonboztethetetlenségé-

LAz igy ad6do lehetSségek koziil a valodi trajektoriat nyilvan a kezdeti- és peremfelté-
telek valasztjak ki.
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nek elve azt mondja ki, hogy azonos objektumok felcserélése egy mértékszim-
metria. Ezen elv, illetve a hozza szorosan kapcsolodd Pauli-elv jelent&ségét
nem kell kiilén hangstlyozni. A Standard Modell megfogalmazasaban sze-
repet jatszo lokéalis mértékszimmetridk szintén fontos, bar némileg specialis
példat szolgaltatnak a fenti altalanos fogalomra.

Osszefoglalva a fentebb kifejtetteket, egy fizikai objektum leirasaban ha-
rom alapvetd adat jatszik szerepet: az allapotok numerikus jellemzését szol-
galo allapottér, a fizikai trajektoriakat kivalaszto dinamikai elv, és az allapot-
leirds tobbértelmiiségét jellemzG mértékesoport. Adott allapottér és dinami-
kai elv mellett tobb kiilonb6z6 lehetdség adodik a mértékesoportra, elvileg a
dinamika szimmetriacsoportjanak barmely részcsoportja szoba johet, és ezen
lehetGségek mindegyike mas-mas fizikai szituaciot ir le. Felmertl a kérdés:
mi a kapcsolat az azonos allapottertd és dinamikaji, de més-mas mértékeso-
porttal jellemzett objektumok fizikai jellemz6i kozott?

A fenti kérdés messze nem trivialis, és a valasz altaldban nem ismert.
Gyakran csak arra van lehetség, hogy valamilyen kozelité modszerrel meg-
hatarozzuk adott mértékcsoport esetén a vizsgalt objektumok egyes fizikai
jellemzgit. Ez alol kivételt jelentenek a permutacios orbifoldok: mint latni
fogjuk, esetiikben teljes mértékben nyomon kovethets a mértékcsoport befo-
lyasa a fizikai jellemzékre. Ennek az az ara, hogy csak igen specidlis tipusi
objektumok kétdimenzios konform térelméletek permutacios mértékszim-

metridit tudjuk targyalni.

2.2. Orbifoldokroél altalaban

Az orbifold fogalmat az elméleti fizikiba Dixon et al. vezette be [44, 45] re-
alisztikus hurkompaktifikaciok vizsgalata soran. Hurok terjedését vizsgaltak
egy olyan téridén, amelyet a Minkowski-térnek, illetve egy megfelel§ torusz-
nak egy véges izometria-csoport szerinti kvocienseként lehet elgallitani. Az

elképzelés az volt, hogy ez még viszonylag hasonld elméletet eredményez,
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mint a sima téridében propagald hiroké, amelynek jellemzGit csoportelmé-
leti modszerekkel meg lehet hatarozni.

Koran felismerték, hogy a fenti konstrukcié6 messzemendGen altalanosit-
hato. Huroknak egy adott geometriai hattérben torténd terjedését egy meg-
felel6 konform térelmélettel irhatjuk le, a téridd izometriai ekkor a konform
térelmélet specialis szimmetridinak felelnek meg. Izometridk egy csoportja
szerinti kvociensen torténd terjedést egy olyan konform térelmélet irja le, ahol
a megfelel szimmetridkat mértékszimmetridknak tekintjiik. E megfontola-
sok alapjan sziiletett meg az orbifoldizaci6 modern fogalma: amennyiben G
egy konform térelmélet szimmetridinak egy (diszkrét) csoportja, akkor a G
szerinti orbifoldot ugy kapjuk, hogy a G-beli szimmetridkat mértékszimmet-
ridknak tekintjiik [39].

Abbdl a ténybdl, hogy G - az tgynevezett twist-csoport - elemei mér-
tészimmetriak, két fontos kovetkezmény adodik. Egyfelsl, mivel a fizikai
mennyiségek mértékinvariansok, illetve a mértéktranszformaciok azonositjak
az allapottér kiilonb6z6 pontjait, ezért az orbifoldizacid sordn végre kell haj-
tani egy G-invaridns projekciot. Ami még fontosabb, hogy a nemtrivialis
mértékszimmetriak kévetkeztében az allapottér kiegésziil uj szektorokkal: a
twist-csoport minden egyes g € G eleméhez tartozik egy H, tgynevezett

tunstelt szektor, és a teljes Hilbert-tér ezek

H=EH, (2.1)

geG

direkt Gsszege. Mi t6bb, a twist-csoport minden egyes h € G eleme (projek-
tiven) abrazolodik a teljes Hilbert-téren, és a g € G-vel twistelt H, szektort
a hgh~'-gyel twistelt Hj -1 szektorba viszi at:

hHy C Hignr - (2.2)

A fenti két alaptulajdonsagot modern sz6hasznalattal agy fogalmazhatjuk

meg, hogy az orbifold modell Hilbert-terén (projektiven) abrazolodik a twist-



2.2. ORBIFOLDOKROL ALTALABAN 19

csoport duplaja?. A csoportdupla projektiv Abrazolasait a twist-csoport egy
3-kociklusa jellemzi, hasonl6an ahhoz, ahogy a csoport projektiv dbrézola-
sait egy 2-kociklus. E 3-kociklust a twist-csoport hatasanak konkrét alakja
hatarozza meg, bar mindmaig ismeretlen e hatas és a 3-kociklus kézotti 6ssze-
fiiggés mikéntje (fontos példa nemtrivialis 3-kociklussal jellemzett elméletre
az tgynevezett Moonshine-orbifold, amely a Moonshine-elmélet® orbifoldja
annak teljes automorfizmus-csoportjara vonatkozoan).

A Hilbert-tér fent vazolt szerkezete fontos informaciot nyujt a (térusz)

particios fiiggvényrél. Eszerint az mindig elGallithato

Z(r)== >, Z(ghlr) (2.3)

(g,h)eG{?}

alakban, ahol G jeloli a G elemeib6l képezheté kommutalo elemparok
Osszességét, és a Z (g, h|T) jarulék egy olyan funkcionalintegrallal értelmez-
hetd, ahol a terek kvéaziperiodikus hatarfeltételeknek tesznek eleget: a vilag-
leped6-koordinata 1-gyel vald eltolasa sordn monodrémiajuk g, mig 7-val
valo eltolas soran h. Operator formalizmusban Z (g, h|7) nem més, mint a h
szimmetriatranszformaciot abrazold operéator gr0-val silyozott nyoma a H,
twistelt szektorban.

A twistelt szektorok létezésének mésik fontos kovetkezménye az ugyne-
vezett twist-terek léte: ezek azon téroperatorok, amelyek valamely twistelt
szektor alapallapotat keltik a vakuumbol. Mivel a twist-terek nem lokalisak,
ezért jelenlétiik kovetkeztében vagasok jelennek meg a korrelacios fiiggveé-

nyekben. E vagasok pontos szerkezete, illetve az altaluk létrejovG tobbér-

2A csoportduplak fogalméat és elméletiik alapjait a C. Fiiggelék tartalmazza.

3A Moonshine-elmélet [51, 24] egy ¢ = 24 centréalis t6ltésd konform térelmélet, mely
mind6ssze egy primér térrel rendelkezik (azaz holomorf), és automorfizmus-csoportja nem
mas, mint a legnagyobb szporadikus véges egyszerti csoport, vagyis az M Monster. A
Moonshine-elmélet létezése az tgynevezett "Holdvilag” jelenségével kapcsolatos, ugyanis
egyetlen primér terének kirdlis karaktere — egy additiv konstans erejéig — megegyezik a
klasszikus modularis invarianssal, mely komplex fiiggvény az analitikus szamelmélet egyik
jol ismert szereplGje [1, 35, 69, 78|.
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tékiiség egyszerti modellekben kielemezhetd [43, 62|, és lehetGséget nytjt a
korrelatorok meghatarozasara, illetve kozvetleniil utal a Riemann-feliiletek
fedéseivel vald kapcsolatra, amely alapvets szerepet jatszik a permutacios
orbifoldok elméletében.

Az orbifold fogalom altalanos volta miatt a fentieknél részletesebb megal-
lapitdsok nemigen tehetdk: példaul nem &ll rendelkezésre egyszerti modszer
a Z (g, h|r) jarulékok explicit meghatarozasara, amely az elmélet egyik alap-
vetd kérdése, és amely jarulékok meghatarozasa még egyszerii esetekben is
komoly nehézségeket okozhat. Ezzel szemben, mint azt majd latni fogjuk
a tovabbiakban, permutacios orbifoldok esetén egyszert, zart alakot kapunk
ezen jarulékokra. Szintugy nem targyalhaté az altalanos esetben az orbifold

modell primér tereinek osztalyozésa, a fazios szabalyok szerkezete, stb.

2.3. Holomorf orbifoldok

Egy konform térelméletet holomorfnak neveziink, ha minddssze egy primér
tere van a kiralis szimmetria-algebrara nézve (a vakuum) [39]. Ez azt jelenti,
hogy Hilbert-terén a szimmetria-algebra irreducibilisen abrazolodik, kdvetke-
zésképpen az elmélet torusz particios fiiggvénye a modularis paraméter vala-
mely holomorf fliggvényének abszolutérték négyzete. Hires példak holomorf
elméletekre az 1-es szint Eg Wess Zumino-modell, illetve a "Holdvilag” je-
lenségének magyarazataban alapvetd szerepet jatsz6 Moonshine-elmélet |24,
51]. Megjegyezziik, hogy a holomorf elméletek igen ritkak, amit az a tény
is illusztral, hogy egy holomort elmélet centralis toltése sziikségszerien a 8
egész szamu tobbszorose.

Egy holomorf orbifold nem més, mint egy holomorf elmélet orbifoldja.
Dijkgraaf et al. ismerték fel [39], hogy egy holomorf orbifold modularis ada-
tait teljes mértékben meghatarozza a twist-csoport ismerete, egy véges ha-
tarozatlansag erejéig. A késGbbiekben kideriilt, hogy ez a kapcsolat a twist-

csoport duplajanak abrazolasai segitségével irhato le |38, 3, 4]. Valoban, mint



2.4, PERMUTACIOS ORBIFOLDOK 21

minden orbifold modell esetén, a twist-csoport duplaja abrazolodik (esetleg
projektiven) az elmélet Hilbert-terén. Adott 3-kociklussal jellemzett projek-
tiv abrazolasok altal meghatarozott modularis adatok szolgaltatjak a holo-
morf orbifold megfelelg adatait. Mivel egy véges csoportnak csak véges sok
inekvivalens 3-kociklusa van, ezért csak véges sok kiilonb6z6 modularis adat
tartozhat egy adott twist-csoporthoz, innen ered a véges hatarozatlansag.

A fenti megfeleltetés ennél valamivel tovabb megy, példaul egy-egyértelmii
kapcsolatot allapit meg a holomorf orbifold primér terei és a twist-csoport
duplajanak irreducibilis (projektiv) abrazolasai kozott. Viszont semmi ér-
demlegeset nem tud mondani a holomorf orbifold korrelacios vagy particios
fliggvényeinek szerkezetérdl. Ez nem megleps: vegyilik észre, hogy a fenti-
ekben minddssze azt tételeztiik fel, hogy a twist-csoportot részcsoportja egy
holomorf elmélet automorfizmus-csoportjanak. De ilyen elméletbdl sok kii-
16nb6z6 lehetséges, melyek mind méas-més orbifoldokra vezetnek, egészen mas
jellemzgkkel. Ezek meghatarozasdhoz sokkal részletesebb informéciora van
sziikség, mint a twist-csoport és annak egy 3-kociklusa.

A fentiek ellenére a holomorf orbifoldok elmélete donté szerepet jatszott
a permutacios orbifoldok elméletének kialakulasaban: egyfel6l felhivta a fi-
gyelmet a csoportduplak és dbrazolasaik jelentGségére, masfelsl lehetGséget
nytjtott az altalanos elmélet egyes joslatainak ellenérzésére, hiszen egy ho-
lomorf elmélet permutacios orbifoldja egy holomort orbifold, igy vonatkoznak
rd a holomorf orbifoldokra megéllapitott altalanos eredmények. Ez utdbbi
észrevétel igen hasznosnak bizonyult példaul a permutécios orbifoldok primér

tereinek osztalyozasaban (lasd 5.1 alfejezet).

2.4. Permutacios orbifoldok

Itt az ideje, hogy megfogalmazzuk, mit is értiink permutécios orbifold alatt.
Permutacios orbifold egy olyan fizikai rendszer, amely eleget tesz az alabbi

kritériumoknak:
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1. A rendszer tobb, egymastol megkiilonboztethetetlen alrendszerbdl all;

2. Az egyes alrendszerek fiiggetlenek, azaz nem befolyéasoljak egymas id6-

fejlodését (nem hatnak koleson);

3. Minden egyes alrendszer dinamikijat egyazon kétdimenzids konform

térelmélet irja le;

4. Az alrendszerek bizonyos permutacioi a teljes rendszernek mértékszim-

metriai.

A fenti definicioban szerepld, az egyes alrendszerek dinamikajat leir6 konform
térelméletet C-vel, mig a permutécios mértékszimmetridk csoportjat, vagyis
a twist-csoportot Q-val jelélve, a permutacios orbifold szokasos jelélése? C6).

Fontos észrevenni, hogy mivel az egyes alrendszerek megkiilonboztethe-
tetlenek és dinamikajukat egy kétdimenzios konform térelmélet irja le, a per-
mutacios orbifold dinamikajat szintén egy konform térelmélet fogja leirni.
Azaz a permutéacios orbifold konstrukcio egy olyan eljaras, amely tetszéle-
ges () permutaciocsoport esetén egy konzisztens konform térelméletbdl egy
1j, szintén konzisztens térelméletre vezet: ez az észrevétel nem mas, mint
a 6. fejezetben targyalandé orbifold-kovariancia elve. Hogy a permutécios
orbifold dinamikajat szintén egy konform térelmélet irja le abbdl az egyszerii
észrevételbdl fakad, hogy a C elmélet minden szimmetriaja (beleértve a kon-
form transzformaciokat is) egyben szimmetridja a permutécios orbifoldnak
is, hiszen az egyes alrendszerek szimmetriacsoportjai direkt szorzatanak dia-
gonélis részcsoportja kommutal az alrendszerek tetszéleges permutaciojaval,
igy e diagonalis részcsoport a permutacios orbifold szimmetriacsoportjanak is
részcsoportja. Ez a tartalmazas altaldban valodi, azaz a permutécios orbifold
szimmetriai altalaban kiterjedtebbek, mint az egyes alrendszereket leir6 kon-

form elméleté: példaul Cappelli és d’Appollonio megmutatta [27]|, hogy az

‘Ezen jeldlés értelmét a 3.1 alfejezetben targyalando6 tranzitivitasi tulajdonsag indo-
kolja.
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Ising-modell (melynek szimmetria-algebraja a Virasoro-algebra) harmadfoku

tranzitiv permutacios orbifoldjai szuperkonform szimmetriaval rendelkeznek.

Vegyiik észre, hogy a fent definidlt permutécios orbifold fogalom két ex-
trém esetet is tartalmaz: az egyik esetben az {2 mértékcsoport az alrendszerek
0sszes permutacioinak teljes szimmetrikus csoportja, ezek az in. szimmetri-
kus szorzatok |37, 16]; a masik esetben € trivialis, vagyis csak az identikus
permuticiot tartalmazza. Ez utobbi esetben az elmélet szerkezete vilagos:
mivel az egyes alrendszerek fiiggetlenek, ezért a teljes rendszer dinamikaja
egyszeriien meghatarozhato az alrendszerek dinamikajabol, példaul a (Vira-
soro) centralis toltések Gsszeadodnak, a korrelacios fiiggvények pedig Ossze-

szorzodnak.

A permutaciés orbifoldok leirasanak alapja az elmélet geometriai hatteré-
nek, a fedGterek elméletével valo kapcesolatnak a felismerése |8, 10|. Roviden
osszefoglalva, ez a kovetkez6t mondja: egy konform térelmélet minden egyes
jellemzGje egy geometriai objektumhoz kapcsolhato, példaul egy particios
fiiggvény értéke egy konform struktirahoz, vagy egy fizios szabaly egy héa-
romdimenziés csomohoz, stb. Amennyiben egy M geometriai objektumhoz
rendelt jellemz6 értékét akarjuk kiszamolni a C €2 permutacios orbifoldban,
akkor az els6 lépésben meg kell hatdrozni az M objektum 0Osszes olyan fe-
dését, amelyek monodromia-csoportja része 2-nak. Minden egyes fedéshez
tartozik egy fizikai jellemzs, amelynek adott értéke van a C konform elmélet-
ben, és ezeknek az értékeknek a megfelelGen stlyozott Osszege adja meg az

M-hez rendelt jellemz6 értéket a permutacios orbifoldban.

A fent vazolt altaldnos szamitasi eljards, bar elvileg valaszt ad minden
értelmes kérdésre, nem konnyen atlathato, éppen teljes altalanosséaga folyo-
méanyaként. Késobbi fejezetekben konkrét fizikai jellemz6k meghatarozasan
fogjuk illusztralni az altalanos elv mitikodését. Az viszont konnyen belat-
hato, hogy trividlis €2 mértékcsoport esetén a fenti altaldnos eljaras a jol
ismert eredményt adja, vagyis a korrelacios fiiggvények és fuzios szabalyok

faktorizalodnak, a centralis toltések osszeadodnak, stb. Le kell azt is szogez-
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niink, hogy az elv alakalmazésa specifikus kérdésekre egyéltalan nem trivialis:
gyakran méar az egyes jellemz6khoz rendelt geometriai objektumok megha-
tarozasa sem egyszeri feladat, nem beszélve az Osszes fedések meghataroza-
sarol, illetve az ezekhez rendelt jellemzSk kiszamitasarol. Ennek ellenére a
fenti geometriai kép az elmélet egyik f6 eredménye, hiszen elvi lehetGséget

biztosit az Gsszes relevans kérdés megvéalaszolasara véges sok 1épésben.

A geometriai kép a kovetkezGképpen szemléltethetd a korrelacios (bele-
értve a O-pont, azaz particios) fiiggvények esetében: amennyiben az ) twist-
csoport trividlis, akkor az egyes alrendszerek egymastol teljesen fiiggetleniil
propagalnak a kétdimenzios téridében, és semmilyen médon nem befolyésol-
jak egymast. Ezt tgy is elképzelhetjiik, hogy kiilonb6z6 vilaglepedGkon pro-
pagalnak, amelyek k6zott nincs semmilyen kapcsolat. Természetesen csak egy
fizikai téridé létezik, ezért a fenti megjegyzést gy kell érteni, hogy bevezetjiik
a fizikai téridének egy sokleveli fedését®, ahol minden egyes alrendszernek
egy kiilon levél felel meg, és ezen a fiktiv téridén vizsgaljuk az elméletet
(lasd 2.1 abra). Mivel az €2 mértékesoport trivialis, ezért a fedés is trivialis
lesz, vagyis a fizikai téridé azonos kopiaibol all, és ennek kovetkeztében a

korrelacios fiiggvények faktorizalodnak.

Amennyiben az 2 twist-csoport nem trivialis, a fenti kép annyiban mo-
dosul, hogy nemtrivialis fedéseket is meg kell engedni. Valoban, mint azt ko-
rabban megbeszéltiik, a twist-csoport minden eleméhez tartozik egy twistelt
szektor a Hilbert-térben, és egy twist-tér, amely a megfelel6 twistelt szektort
kelti a vakuumbol. Mint korabban utaltunk ré, e twist-terek hatasara vaga-
sok jelennek meg a korrelacios fiiggvényekben, amely vagasok mentén kap-
csolodnak egyméashoz a vilaglepedd fedésének levelei, a twist-teret jellemzé
csoportelemnek megfelelg lokalis monodromiaval. Minden egyes megenge-
dett fedés egy nemtrivialis jarulékot szolgaltat, és a f6 feladat eme jarulékok

explicit meghatarozasa.

5A feddfeliiletek fogalma és alapvetd tulajdonsagaik a B. Fiiggelékben vannak Ossze-
foglalva.
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2.1. dbra. Az abra a vilaglepedd, vagyis a permutacios orbifold téridg sokasa-
ganak szerkezetét igyekszik illusztralni. Minden egyes alrendszernek megfelel
a vilaglepedd egy levele, amelyen az adott alrendszer propagél, természetesen
a fizikai téridé a fedés bazisa. Ha a twist-csoport trivialis, akkor a fedés is
az, vagyis nincs kapcsolat az egyes levelek kozott, és a korrelacios fiiggvé-
nyek faktorizdlodnak. Amennyiben a twist-csoport nem trivialis, akkor az
Osszes olyan fedést figyelembe kell venni, amelyek monodromia-csoportja ré-
sze a twist-csoportnak, és ezek jarulékait fel kell Gsszegezni. Amennyiben
twist-terek korrelatorait vizsgaljuk, akkor elagazo fedéseket is figyelembe kell
venni, ahol az elagazasi pontok koriili monodrémiat a twist-terek hatarozzak
meg.
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2.5. Szimmetrikus szorzatok

A permutacios orbifoldok elméletének egyik fontos alkalmazasa az in. szim-
metrikus szorzatok elmélete, amely fontos szerepet jatszik a masodkvantalt
hurok vizsgalataban [37, 36, 16, 7, 70, 71]. Ez annak a specialis esetnek felel
meg, amikor a permutacios orbifold definiciojaban szerepld 2 mértékesoport
tartalmazza az alrendszerek Osszes permutaciojat, azaz a megfelel6 fokszamu
S, szimmetrikus csoporttal egyenl. A maximélis mértékszimmetria folyo-
manya, hogy a szimmetrikus szorzatok szerkezete teljes dltalanossagban tar-
gyalhato.

A szimmetrikus szorzatok elméletét Dijkgraaf et al. [37] vizsgalta els6-
nek, a masodkvantalt harok leirasaval kapcsolatban. Arra a fontos felisme-
résre jutottak, hogy a szimmetrikus szorzatokat nem egyenként, kiilon-kiilon
minden egyes n-re, hanem egyszerre érdemes targyalni, megfelel6 genera-
torfiiggvények bevezetésével. Lényegében a szimmetrikus szorzatok Hilbert-
terének szerkezetét vizsgaltak, és ez alapjan meghataroztik a szimmetrikus
szorzatok ugynevezett elliptikus génuszainak (ezek a particios fiiggvény szu-
perszimmetrikus véaltozatai) generatorfiiggvényét, amelyben megjelentek az
analitikus szamelméletbdl jol ismert Hecke-operdtorokS.

Hogy a fenti elképzelés eredményre vezet, vagyis a szimmetrikus szorzatok
fizikai jellemzGinek generatorfiiggvényeire zart kifejezések adodnak, egy alta-
lanos kombinatorikai eredmény, az ezponencidlis azonossdg’ kovetkezménye
[16]. Az exponenciélis azonossag segitségével nemcsak a szimmetrikus szor-
zatok particios fiiggvényeinek, illetve elliptikus génuszainak generatorfiigg-
vényei allithatok elg zart alakban, hanem az Gsszes relevans fizikai jellemzd.

S6t, az egyes szimmetrikus szorzatok jellemzdire is viszonylag egyszeri, zart

6 A Hecke-operatorok moduléris formakon hat, egymassal kommut4lé dnadjungalt ope-
ratorok [1, 35, 69, 78]. Legfontosabb tulajdonsaguk, hogy egy moduléris forméahoz asszo-
cialt Dirichlet-sor akkor és csak akkor rendelkezik Euler-szorzat elGéllitassal, ha kozos
sajatfliggvénye az Osszes Hecke-operatornak.

"Az exponencidlis azonossigot és a szimmetrikus szorzatok elméletében betdltott sze-
repét a A.3 Fiiggelékben ismertet;jiik.
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kifejezések adodnak, megmagyarazva tobbek kézott a Hecke-operdatorok meg-
jelenését a szimmetrikus szorzatok elméletében.

A szimmetrikus szorzatok viszonylagos népszeriisége az elméletnek a hur-
elmélet masodkvantaldsiban betoltott szerepével magyarazhato. Mint arra
Dijkgraaf et al. ramutatott [37|, az azonos objektumok megkiilonboztethe-
tetlenségének kvantumelméleti alapelve miatt egy N hiarbol allo konfiguracio
dinamikajat a C1Sy szimmetrikus szorzat irja le, ha egyetlen hir dinamikajat
a C elmélet jellemzi. Dijkgraaf ismerte fel [36], hogy a fenti valasztas mel-
lett még pontosan egy alternativa létezik, diszkrét torziot vezetve be: ennek
fontos ismérve, hogy legalabbis az alkalmazasokban legfontosabb torusz
particios fiiggvények esetén — a diszkrét torzids egyiitthatok zart, univerza-
lis alakban megadhatok, lehetG6vé téve a generdtorfiiggvények felosszegzését
ebben az esetben is, bar az eredmények bonyolultabb alakot 6ltenek, mint
a torziomentes esetben [16]. Diszkrét torzio esetén is megjelennek a Hecke-
operatorok analogonjai a kifejezésekben, bar mind alakjuk, mind algebrajuk

bonyolultabb, mint a klasszikus esetben.
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3. fejezet

Alaptulajdonsagok

Mint azt a bevezetd fejezetben hangsilyoztuk, a permutacios orbifoldok elmé-
letének legjelentGsebb érdeme, hogy az elmélet explicite megoldhato, vagyis
az orbifold modellt jellemz6 barmely mennyiség elvileg meghatarozhato a
twist-csoport, vagyis a permutéicios mértékszimmetridk €2 csoportja, és az
orbifoldizacio el6tti elmélet ismeretében. Erre a konstrukcié geometriai in-
terpretacidja, a fedGterek elméletével valo kapcsolat szolgédltat lehetdséget.
Ezen talmenden még két olyan alapvets tulajdonsaggal rendelkeznek a per-
mutéacios orbifoldok, amelyek dontd szerepet jatszanak az elmélet kiilonféle
alkalmazésaiban: ezek a tranzitivitds és az univerzalitds. Jelen fejezet célja

eme alaptulajdonsiagok ismertetése.

3.1. A tranzitivitas

A tranzitivitas a permutacios mértékszimmetridknak egy olyan alaptulajdon-
sdga, amely messze tiulmutat a permutacios orbifoldok elméletén. Roviden
ugy fogalmazhatd meg, hogy egy konform térelmélet permutaciés orbifoldja-
nak egy permutacios orbifoldja maga is az eredeti elméletnek egy — megfelels
twist-csoporttal képzett permutacios orbifoldja: mésszoval a konstrukcio

iteralasa nem vezet ki az eredeti elmélet permutécios orbifoldjainak kérébdl.

29



30 FEJEZET 3. ALAPTULAJDONSAGOK

~"

(h

3.1. abra. Az abran lathaté dobozok az egyes alrendszereket jeldlik, me-
lyek dinamikajat a C elmélet irja le. Az alrendszerek egy téglalap alaku
elrendezést alkotnak, melynek oszlopait {21, mig sorait {2, permutalja. Min-
den egyes sorban kiilén-kiilon orbifoldizalva 2; twist-csoporttal, az egyes
sorok dinamikajat a C €2y elmélet irja le. A sorokat orbifoldizalva (2 twist-
csoporttal a (C2Q) 1 Qy elmélet adodik, amely a tranzitivitds miatt meg-
egyezik C ! (212 €)-vel, amint az egyszertien belathatd a koszoru-szorzat
hatasanak ismeretében.

Magatol értetddik, hogy a tranzitivitas tulajdonsaga a fent kifejtett kvalitativ
elképzelés kvantitativ, a konkrét szamolasokban felhasznalhato — és gyakran
fel is hasznalandé — megfogalmazasat adja.

Emlékezziink vissza a permutacios orbifold definiciojara az 2. fejezetbdl:
egy olyan objektumot tekintiink, amely tobb fiiggetlen és egyméastol megkii-
lonboztethetetlen alrendszerbdl all, és ahol minden egyes alrendszer dinami-
kajat egy kétdimenzios konform térelmélet irja le: jeloljiik ezt C-vel. Ezek
utan rendezziik el az egyes alrendszereket az 3.1 abran lathat6 modon egy
négyzetes alakzatba, és jeloljiik az elrendezés sorainak Osszességét X-szel,
mig oszlopainak Osszességét Y -nal. Nyilvan mind az X, mind az Y minden

egyes eleme alrendszerek egy részhalmaza lesz, és maguk az egyes alrendsze-
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rek megfelelnek az X XY Descartes-szorzat elemeinek. A kovetkezé lépésben
tekintjiikk a sorok X halmazanak egy s < Sx, és az oszlopok Y halmaza-
nak egy €}y < Sy permutéacidcsoportjat. Megtehetjiik, hogy minden egyes
sorban orbifoldizalunk az 2, twist-csoporttal: igy egy olyan rendszerre ju-
tunk, mely az egyes soroknak megfelel, a C ¢ {2; permutéciés orbifold altal
leirt dinamikaja alrendszerekbdl all. Ezen alrendszerek tovabbra is fiigget-
lenek és megkiilonboztethetetlenek, kovetkezésképpen orbifoldizalhatunk az
)y twist-csoporttal: az eredmény egy olyan rendszer, melyet a (C €)1 Qs

permutacioés orbifold ir le.

A dont6 észrevétel, hogy a fenti eredményt megkaphatjuk egyetlen orbi-
foldizacio révén is! Valoban, gondoljuk meg, hogy els6 1épésben mértékszim-
kiilonb6z6 sorok esetén més-mas permutaciot valaszthattunk, vagyis tetsz6-
leges ¢ : X — € leképezésekkel jellemezhettiik a mértékszimmetridkat. A
masodik lépésben megengedtiik a sorok tetszéleges (29-beli elemmel valo per-
mutalasat, de ez mar nem befolyasolhatta az egyes sorokon beliili sorrendet.
A koszori-szorzatok definiciojaval Gsszevetve (lasd A.1 Fiiggelék) konnyen
atlathato, hogy ez esetben a mértékcsoport az €21 ({2, koszori-szorzat, vagyis
az orbifoldizacio eredménye C ¢ (£21 1 ). A fenti gonodolatmenet alapjan vi-
lagos, hogy ez ugyanaz az elmélet, mint a két 1épcsGben tortént orbifoldizacio
eredménye, azaz'

Ez a permutacios orbifoldok alapvets jelent&ségl tranzitivitdsi tulajdonsdga
18].

Vegyiik észre, hogy a tranzitivitas indoklasa soran sehol sem kellett hivat-
kozni az alrendszerek dinamikajanak specialis — konform invarians — voltéra.

Ez annak a megnyilvanulasa, hogy a tranzitivitasi tulajdonsag elméleteknek

' Megjegyezziik, hogy a koszori-szorzat jeldlés permutéicios orbifoldokra torténd alkal-
mazasanak pont az a {6 indoka, hogy ekkor lesz a tranzitivitas formalis megfogalmazasa a
legegyszertibb.
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egy, a permutacios orbifoldokénal sokkal tadgabb osztalyan beliil érvényes:
teljesiilésének feltétele az, hogy a rendszert alkotd egyes alrendszerek meg-
kiilonboztethetetlenek egyméstol — ellenkezd esetben nem is beszélhetnénk
permutécios mértékszimmetriakrol —, és ezen feliil még fiiggetlenek is (kiilon-
ben az orbifoldizicié soran olyan 1j kolesonhatasok generalodnanak, amelyek
elméleti leirdsa nem ismert).

Egy mésik fontos észrevétel a tranzitivitassal kapcsolatban, hogy bar l4t-
szOlag magatol értet6dd a teljesiilése permutécios orbifoldokban, valdjaban
egy erds konzisztencia-feltétel, amely jelentGs mértékben megszoritja ezen
elméletek belsd szerkezetét, kiilonosen akkor, ha egyiitt alkalmazzuk a révi-
desen targyaland6 univerzalitasi tulajdonsaggal. A tranzitivitds megszorito
jellegének illusztralasara példaként hozhato fel a permutéciés orbifold pri-
mér tereinek szamat megado kifejezés (az ezzel kapcsolatos kérdésekre még
visszatériink a 5.1 alfejezetben): amennyiben a C elméletnek s darab primér
tere van (ez a kiralis szimmetria-algebra irreducibilis 4brézolasainak szama),

akkor a C ) permutacios orbifold primér tereinek szaméat a

1
Po(s) = 9] Z 5l0@v2)l (3.2)

(z,y,2)eQi3}

kifejezés adja meg, amely az s-nek egy, az ) twist-csoporttol fiiggd polinomja.
A fenti képletben Q{3 az Q elemeibsl képezhets kommutalo elem-harmasok
osszességét, mig O (x,y, 2) az (x,y, z) kommutald elem-harmas altal generalt
permutaciocsoport palyainak halmazat jelli (és mint az altalaban szokasos,
| X| jeloli az X halmaz szamossagat).

A tranzitivitasi tulajdonsag alapjan a (C Q€)1 Qs permutéciés orbifold
megegyezik a C{ (€ 1 Q) permutacios orbifolddal, kovetkezésképpen ugyan-
annyi primér teriik van. De a fentiek alapjan az els6 esetben a primér terek

szama

PQz (PQ1 (‘9)) )

hiszen C ! Qy-nek Pg, (s) primér tere van, mig a masodik esetben a primér
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terek szdma
PQllﬂz (‘9) 5

és e két mennyiségnek meg kell egyeznie tetszéleges €21 és 2y permutaciocso-
portokra és az s valtozo tetszdleges (pozitiv egész) értékeire. Kovetkezéskép-

pen teljesiilnie kell az alabbi nem-trivialis fiiggvényegyenletnek:
Pona, = Po, 0 Fo, (3-3)

ahol Py jeloli a (3.2) kifejezessel definialt polinomot, és o a fiiggvények kom-
poziciojat?. A koszori-szorzatok, illetve az orbifold-transzformécié elméleté-
nek segitségével belathato, hogy a (3.3) Gsszefiiggés valoban teljesiil tetszo-

leges 0 és 2y permutéciocsoportokra (lasd A Fiiggelék).

3.2. Az univerzalitas

Legyen A egy konform térelméletekre értelmezett jellemzG6 mennyiség, pél-
daul a (Virasoro) centrélis toltés vagy a torusz particios fiiggvény, de nem
csak numerikus jellemzgékre lehet gondolni, lehet példaul A az elmélet Hilbert-
tere, vagy az elmélethez asszocialt moduléris abrazolas, stb. Az A jellemz6
minden egyes C konform térelméletben felvesz egy A (C) értéket. Amennyi-
ben  egy tetsz6leges permutaciocsoport, akkor vizsgalhatjuk az A jellemzé
értékeét a C1Q permutacios orbifoldban, amit A (C Q) jelol. A C1Q) permuté-
cios orbifold minden jellemzGje kifejezhets az orbifoldizacio elGtti C elmélet
jellemzGinek segitségével, tobbek kozott A (C1€2) is. Az univerzalitas e ki-
fejezéseknek egy alapvetd tulajdonsagat irja le: az Q) twist-csoporttol és a C

elmélettsl valo fiiggés szétcsatolodik. A preciz megfogalmazas szerint, az A

2Mivel egy véges fokszamu polinomnak csak véges sok gydke van az algebra alaptétele
szerint, ezért ha két polinom azonos értéki minden pozitiv egésznél, akkor sziikségszertien
megegyeznek egymassal.
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mennyiségnek a permutacios orbifoldban felvett értéke az alabbi alakot olti:
AC1) = A% [A(C), A (C).. ] , (3.4)

ahol A, Ay, ... konform elméletekre jellemz§ mennyiségek, A; (C) az A; jel-
lemzé értéke a C elméletben, mig A? egy, az Q twist-csoporttol és a konkrét
A jellemz6tdl fiiggs, de a C elmélettdl teljesen fiiggetlen funkcionalis kap-
csolatot jelol. Az A; jellemzGk Gsszességét nevezziik az A multipletjének, ez
kizarélag az A-tol fiigg. Az univerzalitas lényege, hogy a twist-csoporttol
valo fiiggés kizarolag az A? funkcionalis relacié alakjaban jelenik meg, és ez
adott A és () esetén explicite meghatarozhato, mig az orbifoldizacio el6tti C
elmélet csak az A; (C) értékeken keresztiil befolyasolja a permutéacios orbifold

jellemzdGit.

A tranzitivitas teljesen altaldnos volta koveteli meg a fenti bonyolult meg-
fogalmazast, de a lényeg konnyen illusztralhatd néhény egyszeri példan. Te-
kintsiik el0szor a ¢ centralis toltést: egy permutacios orbifold centralis toltése
egyenld az orbifoldizacio el6tti elmélet centralis toltésének és a twist-csoport
fokédnak a szorzataval

c(C12) =c(C)deg . (3.5)

Ebben az esetben az univerzalitds megfogalmazasaban fellép§ kifejezések kii-
16n6sen egyszeri alakot Oltenek: a centralis toltés 6nmaga multipletje, és a

funkcionalis reldci6 nem més, mint az () fokaval vald szorzés.

Kevésbé trividlis a torusz particios fiiggvény esete. Ekkor, mint azt majd

latni fogjuk a 4. fejezetben, a C {2 permutacios orbifold Z% toérusz particios

z%):ﬁ S I 20

(x,y)€N{2} £€O0(,y)

fiiggvénye |§|

ahol Z (1) a C elmélet torusz particios fiiggvénye, Q% a kommutalo Q-beli

elempéarok halmaza, O (z,y) az (x,y) elempar altal generalt permutéaciocso-



3.2. AZ UNIVERZALITAS 35

port palyainak Gsszessége,

T + Ke

Tg )\5 y (36)

s Mg, e, ke a € palya bizonyos numerikus jellemz6i (lasd A.2 Fiiggelék). A
fenti képletbdl kitiinik, hogy a toérusz particios fiiggvény is 6nmaga multi-
pletje, viszont ez esetben a Z funkcionalis relacié mar messze nem trivi-
A.2 Fiiggelék). Ez egyben arra is magyarazat, hogy miért nem tekinthetd
egyszertien leképezésnek a funkcionalis relacio, hiszen a fenti képletben a 2

particios fliggvényt transzformalt 7 argumentumoknél kell kiértékelni.

Bar az eddigi két példaban a vizsgalt mennyiségek 6nmaguk multipletjét
alkottak, ez egyaltalan nem jellemz6 altalaban. Példaul, az egynél magasabb
génuszi, iranyithato kompakt feliiletek particios fiiggvényei egyiittesen al-
kotnak egy multipletet, nem kiilon-kiilon. Hasonloképpen, a Klein-amplitido
multipletje tartalmazza - magan a Klein-amplitadon kiviil - a torusz particios

fliggvényt.

Az utébbi példa arra is ravilagit, hogy abbdl a ténybdl, hogy A szerepel
B multipletjében, jeloljiik ezt a relaciot A < B-vel a tovabbiakban, még nem
kovetkezik, hogy B is szerepel A multipletjében, vagyis nem teljesiil auto-
matikusan B < A. Ennek ellenére az azonos multipletbe tartozas szoros
kapcsolatot jelez két fizikai jellemz6 kozott: valdban, a tranzitivitasi tulaj-
donsag felhasznaldsaval megmutathato, hogy a < relacid tranzitiv, vagyis
A< Bés B <Ceseten A < C is igaz, méas szoval ha B eleme C multiplet-
jének, akkor B multipletjének minden egyes tagja is eleme C' multipletjének.
Tovabba az is igaz, hogy < reflexiv, azaz minden jellemz& benne van a sajat

multipletjében.

Az alkalmazasok szempontjabol meghatarozo jelentGségii a permutacios
orbifoldok univerzalitasi tulajdonsaga: altala valik lehet6vé, hogy altaldnos

jellegii megallapitasokat tegyiink a permutaciés orbifoldok szerkezetére vo-
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natkozoan, hiszen az univerzalitas biztositja, hogy az orbifoldizacio elGtti el-
mélet csak jol ellen6rzott koriillmények kozott befolyasolja a modell tulajdon-
sagait. Elvileg minden egyes A mennyiségnek meghatarozhato a multipletje,
illetve az A? funkcionalis relaciok konkrét alakja minden € permutaciocso-
port esetén, vagyis fix €2 és valtozo C esetén is leirhato a Ci€) szerkezete. Ez a
tény donto jelentGséggel bir az orbifold-kovariancia elvének alkalmazasaiban.

Az univerzalitas a korabban ismertetett geometriai kép kévetkezménye.
Tekintsiink ugyanis egy A mennyiséget, és vizsgaljuk meg az A altal felvett
értéket egy permutacios orbifoldban. Az altalanos geometriai kép szerint az
A-hoz hozzarendelhet§ egy geometriai objektum, és ennek fedései hatarozzak
meg az A (CU1{2) egyes jarulékait. Az Osszes olyan fedésre kell Gsszegezni
— megfelel§ silyozassal —, melyek monodrémia-csoportja része az ) twist-
csoportnak. Az alapvetd észrevétel, hogy az () twist-csoport csak itt 1ép be
a képbe: se az egyes fedések, se a hozzajuk tartozo jarulékok nem fiiggnek
Q-tol. Masszoval a twist-csoport szerepe pusztan annyi, hogy megszoritja
azon fedések halmazat, melyre Gsszegezni kell: ezért €2-t6l csak a funkcionalis
relacio alakja fiigghet. Masfel6l a C elmélettdl valo fiiggés csak ott jelentkezik,
amikor az egyes fedéseknek megfeleld fizikai jellemzGket értékeljiik ki, ezért a
C-t6l és Q-tol valo fiiggés valoban a (3.4) képlet altal leirt modon csatolodik

szét.



4. fejezet

A particiés fuggvények szerkezete

A szimmetria-algebra mellett egy kétdimenzids konform térelmélet talan leg-
fontosabb jellemzGje az elmélet (torusz) particios fiiggvénye, amely megha-
tarozza az elmélet spektrumat, vagyis az elméletben elGfordulé operatorok
skala-dimenzioit. A térusz particios fiiggvény valojaban csak elsé tagja alta-
lanositott particios fiiggvények egy végtelen sorozatanak. A jelen fejezetben
elgszor attekintiink néhany, a particios fiiggvényekre vonatkozo fontos is-
meretet, majd targyaljuk a permutacios orbifoldok particios fiiggvényeinek
szerkezetét, illusztralva a korabbi fejezetekben ismertetett altalanos elvek

miikodését.

4.1. Particios fiiggvények a konform térelmé-

letben

Egy konform térelmélet Hilbert-terén abrazolodik a konform csoport, mint
a szimmetriacsoport részcsoportja. Két dimenzioban a konform csoport Lie-

algebrija végtelen dimenzids, ezt nevezziik Virasoro-algebranak: ezt olyan
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egész szamokkal indexelt L, operatorok feszitik ki, melyek csererelacidja

(L, L] = (1 — 1) Ly + % (n® = 1) 6 —m (4.1)
alaku, ahol a c jeldli a centrdlis toltést, amely az 6sszes L,-nel kommutal®.
Valojaban a Virasoro-algebranak két, egymassal kommutal6 kopidja abrazo-
lodik a Hilbert-téren, a holomorf és anti-holomorf szabadsagi fokok szétcsa-
tolodasa miatt (ami végsd soron a heterotikus elméletek létezésének oka), de
mint az szokasos, altaldban csak a holomorf részt fogjuk figyelembe venni.
A centralis toltés egy irreducibilis abrazolasban  a Schur-lemma miatt
egy szammal vald szorzés, és a szokasos szuperszelekcids szabaly szerint csak
azonos centralis toltést abrazolasok fordulhatnak el egy adott elméletben,
mitdbb, a holomorf és anti-holomorf rész centralis toltésének meg kell egyez-
nie, vagyis c értéke az elmélet egyik fontos globalis jellemzdje.

A konform térelméletben szokésos radiéalis kvantalasban az idéfejlesztd
operator egy nyujtas, melynek generdtora a Virasoro-algebra két (holomorf
és anti-holomorf) kopiadjanak nullamodusa segitségével fejezhets ki, ennek

megfelelGen a particios fiiggvényt a
Z(a.3) = ()~ Tr (¢*7") (4.2)

kifejezéssel értelmezziik, ahol ¢ és g formélis valtozok. Lathato, hogy e defini-
ci6 szerint a particios fiiggvény az Lg és Ly Virasoro-generatorok spektrumét

jellemzi.

Cardy mutatott ra [?], hogy a particios fiiggvénynek a fenti, Hamilton-
malizmusra tamaszkodé interpretacioja is, mint egy vakuum-vakuum ampli-
tado torusz geometridban. Ebben a megkozelitésben a ¢ értékét a kétdi-

menzios torusz metrikdja, pontosabban annak konform ekvivalencia-osztalya

'Ez valéjaban a konform csoport Lie-algebrajanak egy centralis bévitése, hogy figye-
lembe vehessiik a projektiv dbrazolasok lehet&ségét.
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hatarozza meg, melyet egy 7 € H szadmmal, a modularis paraméterrel jelle-

mezhetiink (lasd B Fiiggelék), és a kapcsolatot g és 7 kozott
q = exp (2miT) , q = exp (—2miT) (4.3)

adja meg. Ebben az értelemben a particios fiiggvény a 7 modularis paraméter
fiiggvényének tekinthetd.
Mint ismeretes, a 7 modularis paraméter nem az 1 génuszi M; modulus

teret, hanem a 7; Teichmiiller-teret koordinatazza. Ez azt jelenti, hogy egy

art +b
H
ct+d

T (4.4)

modularis transzformécioval — ahol (Z 2) € SLy(Z) — egymasba atvihetd
moduléris paraméterek konform ekvivalens metrikdkat frnak le. Mivel kon-
form invarians térelméletben a fizikai mennyiségek csak a metrika konform
ekvivalencia-osztalyatol fiigghetnek, adodik a moduldrinvariancia kovetelmé-
nye: a Z () particios fiiggvény invarians a (4.4) alaka modularis transzfor-
maciokra [?].

Megjegyezziik, hogy bar a modularinvariancia kdvetelménye a fenti gondo-
latmenet alapjan trivialisnak ttinik, viszont az eredeti (4.2) definici6 alapjan
egyaltalan nem nyilvanvalo: valojaban egy nagyon erGs megszoritast jelent a
konzisztens konform térelméletek spektrumara vonatkozodan.

A geometriai interpretacio miatt szokas Z(7)-t torusz particids figgvény-
nek is nevezni?. Ez egyben megnyitja az utat az altalanositott particios fiigg-
vények értelmezéséhez, hiszen a vikuum-vikuum amplitidé barmely hattér-
metrikaban értelmezhets. Mivel az amplitiado csak a metrika konform ekvi-
valencia-osztalyatol fiigghet, ezért iranyithato feliiletekre korlatozva figyel-

miinket — a g génusz minden egyes értékére egy fiiggvényt kapunk a megfelels

2A particios fiiggvényt az irodalomban gyakran Z (1,7)-val jelélik, ahol a 7-t6l valo
explicit fliggés kihangsilyozasa azt kivanja jelezni, hogy a particids fiiggvény nem holomorf
moédon fiigg T-tol.
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M, modulus téren, ezt nevezziik g génuszi particios fiigguénynek. A fenti-
ekbdl nyilvanvalo, hogy Z(7) pont az 1 génuszi particiés fiiggvény, mig a
0 génuszu particios fiiggvény egy szam (melynek értékét egyértelmiien meg-
hatarozzak a degeneralt metrikdk esetén érvényes aszimptotikus viselkedést
leir6 igynevezett faktorizacios osszefiiggések). g > 1 esetben a g génuszi par-
ticios fliggvényt célszerd a megfelels 7, Teichmiiller-téren értelmezett fligg-
vénynek tekinteni, amely invarians a leképezési osztalyok hatisira nézve?.
A magasabb génuszi particios fliggvények fontos szerepet jatsznak példaul a
hiarelméletben, ahol a magasabb rendii kvantumkorrekciokat irjék le, de nagy
hatranyuk, hogy a g = 1 esettel szemben mindmaig nem létezik (4.2)-hez ha-
sonl6 operatoros interpretaciojuk, ami lehet6vé tenné egyszeri szamolasukat.

A magasabb génuszi particios fiiggvények kiilon-kiilon valo kezelése he-
lyett célszeri bevezetni az dltalanositott particios fiigguény fogalmat: ez
az Osszes kétdimenzios metrika konform ekvivalencia-osztalyain értelmezett
azon fiiggvény, amely egy adott metrikdhoz hozzarendeli a vakuum-viakuum
amplitido értékét az adott hattérben. Ez az altalanositott Z particios fiigg-
vény az Osszes Teichmiiller-tér unidjan van értelmezve, és a g génuszu par-
ticios fiiggvény nem mas, mint Z megszoritasa 7 -re. Bevezetésének egyik
motivacidja az, hogy a 3.2 alfejezet szohasznalataval élve 6nmaga alkot egy
multipletet a torusz particios fliggvényhez hasonléan | amint azt révidesen

latni fogjuk.

4.2. Permutacioés orbifoldok particiés fliggvényei

A fentiek utan térjiink ra a permutacios orbifoldok particios fiiggvényeinek
vizsgalatara. Elscként az altalanositott particios fiiggvény alakjat adjuk meg,
majd az orbifold-transzforméacidval fennallo kapcsolatot fogjuk ismertetni,
végiil az altalanos eredményeket specializaljuk a kiilonosen fontos g = 1

esetre.

3Ez a magasabb génuszii modularinvariancia kévetelménye.
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A Teichmiiller-tér Fricke-koordinatazasat fogjuk hasznalni (lasd B.3 Fiig-
gelék), amikor a g génuszi Teichmiiller-tér pontjai 7 : II, — Aut(X,) beagya-
zasok konjugdlt osztalyainak felelnek meg, ahol X}, jeloli a g génuszu feliiletek
univerzalis feddfeliiletét, és 11, a fundamentélis csoportjukat. Mint ismere-
tes, ekkor a leképezési osztalyok I, csoportja azonosithato a 1, kiilsé auto-
morfizmusainak csoportjaval, és ezek hatasa a Fricke-koordinatara egyszeri
kompozicio. A Z &ltalanositott particios fiiggvényt a 7 Fricke-koordinata

fiiggvényének fogjuk tekinteni a tovabbiakban.

Tekintsiink egy Z particios fiiggvénnyel rendelkez6 C konform térelméle-
tet, egy 2 permutaciécsoportot, és a g génuszt Teichmiiller-tér egy 7 € 7,
pontjat. Feladatunk a C ) permutéciés orbifold Z altalanositott parti-
cios fliggvénye értékének meghatirozésa a 7 pontban. Amint azt a 2. fe-
jezetben ismertettiik, az orbifold particios fiiggvényének meghatarozasahoz
Osszegezni kell a vilagleped6 Osszes, megfelel6 monodromiaju fedésére. Mi-
vel egy vakuum-vakuum amplitadot tekintiink, ezért twist-terek (amelyek
vagasokat eredményeznének) nem lépnek fel, igy csak a vilaglepedé nemra-
mifikalt fedéseire kell Gsszegezni, melyek monodromia-csoportja része az )
twist-csoportnak. Fzen fedések jellemezhetGk monodromia-hatasuk alapjan,
amely nem mas, mint egy ¢ : I1, — €2 homomorfizmus (lasd B.2 Fiiggelék).
A ¢ hatas £ € O (¢) palyai felelnek meg a fedés Gsszefiiggé komponenseinek,
és a T Fricke-koordinata megszoritasa a £ palya (barmely pontjanak) stabili-
zatorara adja meg a megfelel§ Osszefiiggd komponens 7¢ Fricke-koordinatajat.
Az egyes Osszefiiggé komponensek jarulékai dsszeszorzodnak, mivel ezek disz-
junkt vilagleped6knek felelnek meg. Mindezt figyelembevéve az alabbi kife-
jezést kapjuk |10]:

zﬂ(f):ﬁ S I 2t (4.5)

$:1Tg—S £€O(9)

ahol a twist-csoport rendjével vald osztas az (2-invarians allapotokra torténd

projekcio kovetkezménye. A fenti eredmény teljes altalanossidgban irja le a
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permutacios orbifoldok particios fiiggvényeinek szerkezetét.

A (4.5) eredmény jol szemlélteti az univerzalitast (1asd 3. fejezet): a C el-
mélet valasztasatol kizarolag a Z particios fiiggvény fiigg (4.5) jobb oldalan,
mig az () twist-csoport — a normalési faktortol eltekintve — csak a homomor-
fizmusokra valo Osszegzésben szerepel, ami a megfelel funkcionalis relacio
alakjat befolyasolja. Mivel a Z-n kiviil nem 1ép fel mas fizikai jellemz6 a kép-
letben, ezért levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy az altaldnositott particids
fiiggvény onmagéaban alkot egy multipletet.

A (4.5) képlet szoros analdgiat mutat az orbifold-transzformacio (A.8)
definiciojaval. A kapcsolat az uniformizéacios tétel segitségével érthetd meg
(lasd B Fiiggelék). Ekkor az egyes konform ekvivalencia-osztalyokat —vagy
ami ugyanaz, komplex struktirakat uniformizalé csoportjuk segitségével
paraméterezziik (ami pont a Fricke-koordinata képe), igy az altalanositott
particios fiiggvényt tekinthetjiik gy is, mint ami az uniformizalé csoportok
halmazan van értelmezve. Az uniformizalé csoport izomorf a feliilet fun-
damentalis csoportjaval, és véges indext részcsoportjai a feliilet 6sszefiiggd,
véges foki fedéseit uniformizéaljak. Ezen megfontolasok figyelembevételével
az orbifold Z altalanositott particios fiiggvényének értéke a G uniformizalo

csoporton vagyis ezen csoport altal uniformizalt feliilleten az aldbbi alakot

olti:
z° MIE: f[z<% (4.6)

¢:G—QEeO(gp

ahol G¢ a £ € O(¢) palya stabilizdtora. Osszevetve ezt az eredményt az
(A.8) képlettel arra a fontos kivetkeztetésre jutunk, hogy

zZ9 =20, (4.7)

azaz a C1S) permutdcios orbifold particids fligguvénye megegyezik a C particids
fiigguényének orbifold-transzformdltjdval.
A fenti megallapitas az elmélet egyik legfébb eredménye. Altala lehe-

tévé valik az orbifold-transzformécié elméletének alkalmazésa, tobbek ko-
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z0tt azonnal adodik a tranzitivitas teljesiilése (lasd 3. fejezet) az orbifold-
transzforméacio megfelel§ tulajdonsagabol. Az altalanos eredmények jobb
megértése érdekében vizsgaljuk meg kiilon az alkalmazisok szempontjabol
legfontosabb 1 génuszu alesetet, vagyis a torusz particios fiiggvényt. g = 1
esetén a Fricke-koordinata a 7 moduléaris paraméterrel azonosithato, és a Z
megszoritasa a 7; = H Teichmiiller-térre a Z (1) torusz particios fiiggvény.
Mivel egy torusz minden véges foka, nemramifikilt, osszefiiggd fedése maga
is egy torusz (annak megfelelGen, hogy a torusz Z @ Z fundamentélis cso-
portjanak minden véges indexii részcsoportja izomorf Z @ Z-vel, lasd A.2

Fiiggelék), ezért (4.5) ez esetben az alabbi alakot 6lti:

ZQ(T):ﬁ S I 2t (4.8)

G LBL—QECO(¢)

ahol 7¢ jeloli a € palyanak megfelel6 torusz modularis paraméterét. A (A.2)
Fiiggeléekben ismertetett modon a ¢ homomorfizmus jellemezhets egy kom-

mutalo (z,y) € Q2 permutacioparral, mig egy & palya stabilizatora a

He— [ e e
0 e

HNF-fel jellemzett részcsoport. Mivel a 7 moduléris paraméterd toruszt a
Z v+ z+7T és 2 — z-+1 transzlaciok altal generalt csoport uniformizalja, ezért

a He HNF Altal jellemzett részcsoportot a 2z +— 2z 4 peT + Ke €s 2 +— 2 + A¢

transzlaciok generaljak, amely konjugécio erejéig megegyezik a z +— sz%::m’E
és z — z + 1 altal generalt csoporttal: kovetkezésképpen egy
T+K
P UL (4.9)
Ae

moduléris paramétert toruszt uniformizal. Mindent Osszevetve, az alabbi
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alakot kapjuk az orbifold torusz particios fiiggvényére |8|:

AL | (“5T+Kf). (4.10)

( )eQ2} £€0(z,y)

A fenti kifejezésekbdl kivilaglik, hogy az altaldnositott particios fiiggvényre
tett megallapitasok a torusz particios fiiggvényre is vonatkoznak, azaz On-
maga multipletjét alkotja, és a permutéciés orbifold torusz particios fiiggvé-
nye orbifold-transzformacioval szamolhato (ezen allitasok semelyike sem igaz
egynél magasabb, de rogzitett génusza particios fiiggvényekre). Vegyiik azt
is észre, hogy (4.10) egy teljesen explicit, konnyen szamolhato kifejezést ad
a permutacios orbifold torusz particios fiiggvényére. Osszevetve a (4.10) és
(2.3) képleteket azt kapjuk, hogy a particios fiiggvényben a twistelt szektorok
jarulékai a

Z (x,y|T) = H Z (M) (4.11)

£€0(y) Ae

alakot o6ltik.



5. fejezet

Kiralis karakterek, modularis

adatok és fuzios szabalyok

Egy konform térelmélet alapvets jellemz6i kozé tartoznak a primér terek
kiralis karakterei, az ezek transzformacios szabalyat leird6 modularis adatok,
illetve a primér terek konform csaladjai kozotti csatolasokat megszorito flizios
szabalyok. Ezek a jellemz6k szoros Gsszefiiggésben allnak egymassal, példaul
a Verlinde-formula lehet@séget nyujt a fizios szabalyok meghatarozasara a
modularis adatok ismeretében. Jelen fejezet célja annak ismertetése, hogy

miként hatarozhatok meg ezen fontos mennyiségek permutacios orbifoldokra.

5.1. Primér terek és karaktereik

A primér tér fogalma alapvetd a konform térelméletben. A legaltalanosabb
megfogalmazas szerint primér tér egy olyan téroperator, mely a vakuumbol az
elmélet valamely szektoranak legalacsonyabb konform sulyua allapotat kelti.
Mivel az elmélet szektorai a (maximalisan kiterjesztett kiralis) szimmetria-
algebra irreducibilis dbrézoldsainak felelnek meg, ezért gyakran azonositjak a
primér tereket ezen abrazolasokkal. Mésfel6l, minthogy a szimmetria-algebra

irreducibilis Abrazolasai megfeleltetheték az elmélethez asszocialt modularis

45
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tenzorkategoria egyszerti objektumainak, ezért gyakran ez utdobbiakat neve-
zik primér tereknek. Persze mindharom definicié egyazon fogalom méas-mas

aspektusat ragadja meg.

A primér terek kiemelked§ jelentGségét az indokolja, hogy az 6sszes tobbi
téroperator leszarmaztathato beldliik szimmetriatranszformaciok segitségeé-
vel, ezért a primér terek korrelatorainak ismeretében az 0sszes tobbi tér kor-
relacios fiiggvényeit meghatarozhatjuk pusztan szimmetriamegfontolasok ré-
vén: vagyis a szimmetria-algebra és a primér terek korrelatorai egyértelmiien
jellemzik az elméletet. Ez a jellemzés akkor valik kiilonosen hatékonnya,

amennyiben az elmélet raciondlis, vagyis csak véges sok primér tere van.

A primér tereknek tobb jellemzGjiik létezik, ezek legfontosabbika a kon-
form sily, amely a primér tér nyujtasokra valo érzékenységét méri. A kon-
form siilyok valoban alapvetd jellemzsk: ismeretiitkben meghatarozott a (meg-
felelGen normalt) primér terek Osszes kétpont-fiiggvénye, és a harompont-
fliggvények is egy, az operatorszorzat kifejtéssel kapcsolatos multiplikativ
konstans erejéig. Fontos tudnivald, hogy racionélis elméletben a konform
stilyok — csakigy, mint a centralis toltés — racionélis szamok, maga az elne-

vezés is erre a tényre vezethetd vissza.

A konform sily mellett egy primér tér legfontosabb jellemzGje a kirdlis
karaktere. Emlékezziink vissza, hogy a p primér tér az elmélet egy H, szekto-
ranak legalacsonyabb silya allapotat kelti a vakuumbol: karaktere egy olyan

komplex fiiggvénye a 7 € H fels6 félsikbeli valtozonak, amely a

Xp (1) =T, (g"77) (5.1)

formulaval van értelmezve, ahol ¢ az elmélet centralis toltése, Ly a Virasoro-
algebra nullmodusa, mig ¢ = exp (2miT). Vegyiik észre, hogy a ¢ valtozo

fiiggvényében kifejezve a karakter

Xp = ¢ Z anq" (5.2)
n=0
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alaki, ahol h, jeléli a p primér tér konform silyat, mig az a, egyiitthatok
nemnegativ egész szamok (az Ly sajatértékeinek multiplicitasai). Hogy az
(5.2) képlet jobb oldalan szerepld Gsszegben a g-nak csak egész hatvanyai
szerepelnek abbol kovetkezik, hogy egy adott szektoron beliil az Ly sajatér-

tékei csak egész szamban kiillonbozhetnek egyméastol.

A kiralis karakterek alapvet6 informaciot hordoznak az elméletrél. Azon
feliil, hogy meghatarozzak az L, sajatértékeinek degeneraciojat az egyes szek-
torokban, az elmélet Hamilton- és Lagrange-féle leirasanak Osszehasonlité-
sabol kovetkezik, hogy az elmélet torusz particios fiiggvénye elGallithato a

kiralis karakterekben kvadratikus kifejezésként:
Z ()= Z Mpgxp (7) Xq (7) (5.3)
P,

ahol az M,, nemnegativ egész egyiitthatok altal alkotott méatrixot szokés
az elmélet modularinvariansanak nevezni. Klasszikus példa modularinvari-
ansra  amely barmilyen szimmetria-algebra mellett létezik a diagonadlis
invaridns, amikor M az egységmatrix. A konform térelmélet egyik leghire-
sebb eredménye, mely Cappelli, Itzykson és Zuber nevéhez fiiz6dik, az SU(2)

Wess Zumino-modellek modularinvaridnsainak ADE osztdlyozdsa [28].

A permutéacios orbifoldok elméletének egyik alapkérdése a kovetkezs: te-
kintsiink egy C raciondlis elméletet, és képezziik annak egy () twist-csoporti
C 1 Q2 permutacios orbifoldjat. Hogyan osztalyozhatjuk a C€) primér tereit,

és hogyan hatarozhatjuk meg e primér terek kiralis karaktereit?

A primér terek osztalyozasa azon az egyszert észrevételen alapszik, hogy
egy holomorf elmélet permutécios orbifoldja (definicié szerint) egy holomorf
orbifold, és a holomorf orbifoldok primér tereinek osztalyozasa ismert: egy-
egyértelmii kapcsolat 4ll fenn a primér terek és a twist-csoport duplajanak ir-
reducibilis dbréazolasai kozott |39, 38, 3, 4|. Masrészt a primér terek osztalyo-
zasa Osszhangban kell legyen a 3. fejezetben targyalt tranzitivitas tulajdon-

sagaval. Megmutathato, hogy e két feltétellel konzisztens egyetlen megoldas
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a kovetkezG: a permutacios orbifold primér terei egy-egyértelmi kapcsolat-
ban allnak az ) twist-csoport pélyaival azon Zg halmazon, melynek elemei
olyan (p, ¢) parok, ahol p egy leképezés a twist-csoport X tartohalmazabol a
C elmélet primér tereinek /I halmazaba, mig ¢ a p leképezés (), stabilizatora
duplajanak egy irreducibilis karaktere |8, 11].

A fenti lefrdshoz sziikséges hozzaflizni néhany értelmezé megjegyzést.
Amennyiben ) < Sx egy X-en haté permutaciocsoport és I egy tetszéle-

ges halmaz, akkor adott az {)-nak egy természetes hatasa az X-bél I-be vive

leképezések X halmazén: p € IX és w € Q esetén wp = pow™!. Erre a
hatasra nézve a p € I~ leképezés stabilizatora
Q,={weQ|pow=p}. (5.4)

Masrészt, amennyiben w € Q és ¢ az €, duplajanak egy irreducibilis karak-

tere, akkor a
whe (,y) = ¢ (2°,y%) (5.5)

képlettel értelmezett w#¢ a D (£),,) csoportduplanak lesz egy irreducibilis
karaktere. Ezaltal az 2-nak egy jol definidlt permutécios hatasat kapjuk a
(p, ¢) parok Zo halmazan, és eme hatéas palyainak felelnek meg a permutéa-
cios orbifold primér terei. A konkrét szamolasokban ezen palyakat valamely
pontjukkal reprezentaljuk: természetesen, a fizikai mennyiségek kifejezései
nem fiigghetnek a reprezentansok megvalasztasatol.

A primér terek osztalyozasa azonnal lehetGséget nyujt annak a kérdésnek
a megvalaszolasara, hogy hany primér tere van a permutacios orbifoldnak:
ez a fontos adat hatérozza meg példaul a modularis abrazolas dimenzi6jat.
Amennyiben a C elméletnek s darab primér tere van (vagyis a fenti jeloléssel
|I| = s), akkor elemi csoportelméleti megfontolasokbol kivetkezik, hogy a

C ) permutacios orbifold primeér tereinek szamat a

1 x 4
PQ(S):@ y o sl (5.6)

(z,y,2)e0(3}
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kifejezés adja, ahol Q1" jeloli az Q csoport elemeibd] dsszeallithato, paron-
ként kommutalo n-esek osszességét, mig v € Q" esetén O (z) az o elemei

altal generalt részcsoport péalyainak halmaza'.

A primér terek osztalyozasdnak ismeretében méar megfogalmazhaté a kér-
dés: mi az orbifold egyes primér tereinek kiralis karaktere? Mivel a primér
terek a torusz particios fiiggvény alkotoelemei, ezért a permutacios orbifold
kirdlis karaktereit a torusz fedéseinek segitségével hatarozhatjuk meg. A
konkrét valasz a kovetkezG: tekintsiik a permutacios orbifold egy olyan pri-
mér terét, melynek megfelels palya reprezentansa (p, ), ahol p € I* és ¢
az 2, stabilizator dupldjanak egy irreducibilis karaktere. Ezen primeér tér

kiralis karakterét a

1 — 5 UeT + K
X (T) = 19, Z ¢ (2,y) H wp(ﬁ)g Xp(€) (%) . (5.7)
P

kifejezés adja [8]. Az ebben a képletben szerepld mennyiségek nagy részét
méar korabbrol ismerjiik (lasd 4. fejezet), ezért csak azok magyarazatara té-
riink ki, amelyek tjak. Mivel (5.7)-ben csak azon (z,y) kommutalo parokra
Osszegziink, amelyek mindkét tagja stabilizalja a p € IX leképezést, ezért a p
lokalisan konstans az sszes £ € O (x,y) palyan, vagyis az Osszes ilyen -hez
a C elmélet egy jol meghatérozott p () primér terét rendeli. Masfelsl, mivel
adott p € I esetén w), a primér tér exponencializalt konform stlyat jeloli (1asd

5.12) képlet), ezért az w, tort hatvanyait a
p
wg/b = exp (27Ti% (hy, — c/24)> (5.8)

képlettel értelmezziik.

Megmutathat6, hogy az (5.7) képlet jobb oldalan all6 mennyiség jol de-

finialt, vagyis fiiggetlen a (p, ) reprezentans valasztasatol. Mivel a C elmé-

"Megjegyezziik, hogy Pqo (s) nem més, mint a Z @ Z & Z csoport Z = s konstans
osztalyfiiggvényének orbifold-transzformaltja (lasd A Fiiggelék).
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let, kiralis karakterei teljes mértékben meghatarozzak az orbifold karaktereit,
ezért az univerzalitési tulajdonsaggal kapcsolatban a 3. fejezetben bevezetett
szohasznalat szerint a karaktervektor, vagyis a kiralis karakterek 0sszessége,
onmaga multiplettje. Persze az orbifold karaktervektora és az eredeti elmélet
karaktervektora kozotti funkciondlis relacié konkrét alakja bonyolult modon
fiigg az € twist-csoporttol.

Az (5.2) képlet szerint a konform stlyt a karakter g szerinti kifejtésének
legalacsonyabb exponense adja meg. Figyelembe véve, hogy a permutacios
orbifold centralis toltése a C elmélet centralis toltésének és a twist-csoport
fokdnak, azaz tartohalmaza szdmossiganak szorzataval egyenld (lasd (3.5)
képlet), az (5.7) alapjan meg lehet hatarozni a konform sulyokat. Mivel
ebben a kifejtésben el6fordulhatnak véletlen kiejtések, ezért nem adhato meg
egyszert zart kifejezés a konform silyokra, bar meghatarozasuk nem jelent

gondot konkrét modellekben.

5.2. Modularis adatok és A-matrixok

A nyolcvanas évek végének egyik legfontosabb, leginkdbb Moore és Seiberg
nevéhez kothets felismerése volt, hogy — mai szohasznélattal élve — minden
raciondlis konform térelmélethez hozzarendelhetd egy modularis tenzorkate-
goria [82, 2]. A modern megkozelités szerint a tenzorkategoria az elsGdleges,
hiszen ismerete — néhany, a tenzorkategoriaval kapcsolatos algebrai adattal
kiegészitve mar teljesen meghatarozza az elméletet, lehet6vé téve a fizikai
jellemzsk (korrelacios és particios fiiggvények, operatorszorzat kifejtések, ha-
tarfeltételek és defektvonalak, stb) meghatarozasat, legalabbis elvi szinten
|54, 55, 52, 76|.

Egy moduléris tenzorkategoria igen bonyolult matematikai objektum:
szerencsére, a legfontosabb kérdések tekintetében viszonylag egyszertien jel-
lemezhet6 néhany numerikus adattal. Ezen numerikus adatokat szokas két,

S-sel és T-vel jelolt unitér matrixba kodolni, melyek sorait és oszlopait a kon-



5.2, MODULARIS ADATOK ES A-MATRIXOK 51

form elmélet primér terei — a modularis tenzorkategoria egyszert objektumai
—indexelik. E két matrix egyiittese alkotja a modularis tenzorkategoria (vagy
a megfelel konform térelmélet) moduldris adatait |72, 57, 17].
Tetszolegesen valasztott matrixok nem szolgaltatnak konzisztens modu-
laris adatokat. A legfontosabb sziikséges feltételeket, amit S-nek és T-nek ki

kell elégitenie, az ugynevezett Verlinde-tételben szokas Gsszefoglalni [85, 72]:

1. a T matrix (a Dehn-twist) véges rendii és diagonalis;

2. az S matrix szimmetrikus, azaz

Spg = Sep ;

3. az S matrix négyzete a toltéskonjugdcio operatora, azaz

[52} = Opg

pa
ahol gq jeloli a ¢ primér tér toltéskonjugaltjat;

4. teljesiil az
STS =T7'sT! (5.9)

moduldris reldcio;

5. létezik az S matrixnak egy olyan, altalaban 0-val indexelt sora, amely-

nek minden eleme pozitiv (unitér elméletben 0 a vakuum);

6. a primér terek fuzios szabdlyai kifejezhetdk a

N, :ZM (5.10)

pqr
w SOw

Verlinde-formula [85] segitségével, tobbek kozott a formula jobb olda-

lan szerepld kifejezés értéke csak nemnegativ egész szam lehet.
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A fentiekben felsorolt eredmények képezik a racionalis konform térelméle-
tek moduléris adataival kapcsolatos ismereteink alapjait. Fontos leszdgezni,
hogy a Verlinde-tételben szerepld feltételek sziikségesek, de nem elégségesek:
konnyen megadhaté olyan méatrixpar, amely kielégiti a Verlinde-tételt, bar

nem felel meg konzisztens modularis adatnak?.

Gyakran szerepel az irodalomban az a nem egészen helytallo allitas, hogy
a modularis adatokat a primér terek kiralis karaktereinek modularis transz-
formacios szabalya hatarozza meg. A preciz Gsszefiiggés a kovetkezs: amennyi-
ben x, (7) jeloli a p primér tér kiralis karakterét, tovibba S és T' az elmélet

modularis adatait, akkor a

Xp (%1) = Z SpaXq (T)
Xp(T+1) = ZquXq (1) (5.11)

fiiggvényegyenletek teljesiilnek, melyek konzisztencidjat az (5.9) modularis
relacio biztositja®. A T Dehn-twist diagonalis volta kovetkeztében ez azt
jelenti, hogy x, (T + 1) = wyX, (7), ahol szokas szerint w, jeloli a T" matrix
sajatértékeit. Figyelembe véve a kiralis karakterek (5.2) alakjat azt kapjuk,
hogy
, c
Wp = exp <2m <hp — ﬂ)) : (5.12)

vagyis az w, sajatérték a p primér tér exponencializalt konform stlya.

Az (5.11) fiiggvényegyenletnek fontos kovetkezménye, hogy a modularis

adatok az SLy(Z)-nek egy abrazolasat hatarozzak meg a kiralis karakterek

2Mint a késsbbiekben latni fogjuk (6.3 alfejezet), a moduléris métrixelemek rendkiviil
erGs szamelméleti feltételeket elégitenek ki. Emellett ismertek mas sziikséges feltételek is,
példaul az tgyenevezett trace identitdsok [14].

3A fliggvényegyenlet azért nem alkalmas a modularis adatok meghatérozdséara, mert —
ritka kivételektdl eltekintve — a kiralis karakterek linearisan Osszefiiggnek: példaul toltés-
konjugalt terek karakterei megegyeznek.
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1

terén. Valoban, 7 — — és 7+ 7 + 1 transzforméciok generéljak a

art +b
ct+d

T =

alakt tortlinearis transzformaciok Osszességét, amely nem mas, mint az 1
génuszu leképezési osztalyok csoportjanak, vagyis az SLy(Z) modularis cso-
portnak a hatasa az 1 génusza Teichmiiller-téren, azaz a felsd félsikon [1, 35].
Az SLy(Z) igy meghatarozott abrazolasat hivjak az elmélet moduldris dbrd-
zoldsdnak.

Felvetddik a kérdés, hogyan hatarozhatok meg egy permutécios orbifold
modularis adatai. A kérdés két részre oszthato: egyrészt a T Dehn-twist
sajatértékeinek, masrészt az S matrixelemeinek meghatarozasara.

Mint azt fentebb lattuk, a Dehn-twist sajatértékei nem masok, mint a
primér terek exponencializalt konform sulyai: de ez utébbiak meghatarozha-
tok a kiralis karakterek ismeretében. Bar a konform silyokra nincs egyszerti

zart kifejezés, exponencializaltjaikra érvényes az

Z ¢ (z,x) H wz‘f(‘s (5.13)

xeﬂp £e0(x)

osszefiiggés, ahol dy = > ¢ (z,1) a ¢ karakterrel jellemzett irreducibilis
abrazolas dimenzidja, és a tobbi jelolés hasonlo értelmt, mint az (5.7) kép-
letben. Vagyis a permutacios orbifold 7" méatrixa egyszertien meghatarozhato
az orbifoldizacio eltti elmélet T" matrixabol.

Bonyolultabb a helyzet az S méatrix esetén. A kiralis karaktereket megad6

(5.7) képlet segitségével az alabbi eredmény vezethetd le:

a, 1 ) zq
Sp$> |Q 1<% Z ¢ (2, Y)Y (y7, H A (—) . (5.14)

z€eQ cO(zx,
z,y€QpNQzq 5 ( y)

Vegyiik szemiigyre e képlet egyes tagjait! A bal oldalon az S-nek a permuta-
cios orbifold (p, ¢) és (g, 1) primér terei kozotti matrixeleme szerepel. A jobb
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oldalon, a normalizéicios egyilitthatotol eltekintve, szerepel egy Osszeg tetszo-
leges z € Q-ra, illetve olyan x,y parokra, melyek mindkét tagja eleme a €2,
és (1, stabilizatorok kozos részének®. Mivel mind z, mind y stabilizalja a p
és zq leképezéseket, ezért ezen leképezések lokalisan konstansok az x és y al-
tal generalt permutaciocsoport pélyain, és p (€) illetve zq () jeloli az altaluk
felvett értéket a & € O (x,y) palyan. ke és ¢ jeloli a kommutalo (x,y) per-
mutaciopar palyainak szerkezetét jellemzd szokasos invariansokat (lasd A.2
Fiiggelék). Végiil megjelennek a képletben az tigyenevezett A-matrixok|11]:
ezek egy racionalis r € Q paramétertdl fiiggd A (r) matrixsereget alkotnak,
melynek sorait és oszlopait a primér terek indexelik.

A kovetkez6képpen értelmezziik a A-matrixokat: legyen r = % alaki, ahol
k és n relativ primek, és az n nevezd pozitiv. Ekkor léteznek olyan a és b
egész szamok, hogy kb — an = 1, mésszoval az m = <k Z) matrix eleme
SLy(Z)-nek®. A C elmélet modularis adatai meghatarozgak az SLy(Z)-nek
egy abrazolasat, a modularis dbrézolast, amely az m modularis transzformé-
cibhoz egy M matrixot rendel. Ekkor definici szerint A (%) méatrixeleme a

p és q primér terek kozott

E\1 k b
A (—) = wp Mlwg (5.15)

"y
ahol az w, exponencializalt konform silyok tort hatvanyainak értelmezését
az (5.8) képlet adja. Bevezetve a r* = £ jeldlést, a definici formalisan

A(r)=T"MT" (5.16)

alakban irhaté.

Belathato, hogy a fenti definici6 értelmes, azaz a A (%) matrix fliggetlen a

konstrukcié soran felhasznélt a,b szampar konkrét valasztasatol. Mitobb az

YEz a feltétel biztositja, hogy a ¢ (z,y) és ¥ (y?, 2%) kifejezések értelmesek. Vegyiik azt
is észre, hogy a fenti kifejezések eltiinnek ha xy # yx.
5Az a és b egészek létezése annak kévetkezménye, hogy k és n relativ prim.
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is megmutathato, hogy A (r) csak az r szam tortrészétdl fiigg, vagyis r-ben
periodikus,

Ar+1)=A(r) . (5.17)

Zérus argumentum esetén a A-matrix a modularis S matrixot adja vissza,

azaz
A(0)=S5, (5.18)
tovabba az is belathatd, hogy a A-matrixok eleget tesznek az alabbi két
azonossagnak:
*\q _ P
A(r )p =A (r)q (5.19)
és

Al —r)l=A(r), (5.20)

T

ahol szokés szerint p jeloli a p primér tér toltéskonjugéltjat. A fenti Gssze-
fiiggések alkotjak a A-méatrixokkal kapcsolatos legfontosabb ismereteket [11].
Mint lattuk, » = 0 esetén a A-méatrix az S matrixra redukalodik. Elvileg
barmely més raciondlis argumentum mellett kifejezhetd a A-matrix S-sel és
T-vel, bar ez gyakran til bonyolult gyakorlati szempontbol. Egy fontos eset
amikor még egyszert Osszefiiggést kapunk, ha r egy egész szam reciproka,
ekkor
A (%) =T w8\ "ST . (5.21)
Térjiink vissza a permutécios orbifold S matrixat megado (5.14) formula-
hoz. Latjuk, hogy ebben explicit moédon megjelennek az orbifoldizacié el6tti
C elmélet A-métrixai kiilonb6z6 nemzérus argumentumoknal: kévetkezéskép-
pen a permutaciés orbifold S matrixanak meghatarozasihoz elvileg sziikség
van az Osszes A-matrix — vagy ami ezzel egyenértékii, az Osszes modularis
adat — ismeretére. Ez azt jelenti, hogy mig T" 6nmaga alkot egy multipletet,
addig S multipletjébe beletartozik T is (és ezaltal az Gsszes A-méatrix). A

lényeges eredmény az, hogy a permutacios orbifold modularis adatait teljes
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mértékben meghatéarozzak az orbifoldizacio elGtti elmélet modularis adatai.

Megjegyezziik, hogy az S matrixot megadéd (5.14) képlet levezethets a
kiralis karaketerek ismerete nélkiil is: ekkor azt kell vizsgélni, hogy egy to-
rusz fedésein milyen modularis transzformaciot indukal egy, a fedés bazisan

végrehajtott moduléris transzformacio |8|.

5.3. Fuziés szabalyok és twistelt dimenzidk

Az olyan jellemz6k mellett, mint a konform sulyok, kiralis karakterek és
modularis adatok, fontos szerepet jatszanak a fizids szabdlyok. Ezek adjék
meg harom kivalasztott primér tér kozott a szimmetriakkal Osszeegyeztet-
hets fiiggetlen csatolasok szamat. Ez tobbek kozt azt is jelenti, hogy egy
fazios szabaly zérus volta maga utan vonja a megfelel§ harompont-fiiggvény,
illetve az operatorszorzat kifejtési egyiitthato eltiinését. A fiuzios szabalyok
lényegében a szimmetria-algebra irreducibilis Abrazolasai tenzorszorzatainak
szerkezetét irjak leS: ebben az értelemben a fizids szabalyok alapvetd struk-
turdlis informéaciot hordoznak az elméletrdl.

A konform térelmélet egyik leghiresebb, a matematika kiilonb6z6 terii-
letein is nagy visszhangot kivaltott eredménye az (5.10) Verlinde-formula,
amely kapcsolatot teremt egy konform térelmélet fuzios szabalyai és modula-
ris adatai kézott |85, 72|. Az (5.10) Verlinde-formula messzemendGen altalano-
sithato, ha bevezetjiik a holomorf blokkok fogalmat: a holomorf faktorizacio
kovetkeztében primér terek barmely génuszon szamolt korrelacios fliggvénye
elGall az adott génuszi Teichmiiller-téren értelmezett holomorf fiiggvények
kvadratikus kifejezéseként, az ebben a kifejezésben fellép6 holomorf fiiggveé-
nyeket hivjuk az (adott génuszi) holomorf blokkoknak. Példaul az 1 génuszu
Opont-fiiggvény nem mas, mint a torusz particios fliggvény, és a megfeleld

holomorf blokkok a kiralis karakterek. A pq,...,p, primér terek g génuszi

6Az itt felleps tenzorszorzat fogalom messze nem trividlis, és sok tekintetben eltér a
véges dimenzios asszociativ algebraknal megismerttdl [63].
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korrelatoranak holomorf blokkjai feszitik ki a V, (p1,...,p,) linearis teret.
Konnyen belathato, hogy

Npqr = dim VO (p7 q, T) ) (522)

vagyis a fizios szabalyok a 0 génuszi harompont-fiiggvények linedrisan fiig-
getlen holomorf blokkjainak szamat adjak meg. A Verlinde-formula altalanos

alakja szerint [72]

dimV, (p1 ..., Pn) :ZS@Q 291_[ S’;" (5.23)
q

=1

A permutécios orbifold modularis adatait behelyettesitve az (5.23) kép-
letbe megkapjuk az orbifold holomorf blokkjainak szamat, specialisan a ftzios
szabdalyokat g = 0 és n = 3 esetén. Persze a naiv behelyettesitésb6l adodo
alakot még at kell alakitani, hogy valoban hasznalhato kifejezést kapjunk.
Az eredmény legkompaktabb forméja [11]

dim Vg ((p1, ¢1) PRI (pnu ¢n)) =

H D¢ (z1D1, - - - 5 ZnPn) - (5.24)
£eO(8

1 G
w2 H

21500y Zn €N | Pi

Az (5.24) képletben szereplé mennyiségek a kovetkezd jelentéssel birnak:
Qy (p1,...,pn)azon (as, by, ..., a4by c1,...,cpy, x) rendezett, 2 elemeibsl allo

2g + n + 1 hosszisagu sorozatok halmaza, amelyekre igaz, hogy

1. x kommutal az 0sszes a;, b;, ¢; elemmel;

2. [T, [ai, bi] H?:lcj =1

3. mind z, mind ¢; stabilizalja p;-t minden 7 = 1,... n-re.
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Adott 6 € Q, (p1,...,pn) esetén O (0) jeloli az a;, b;, ¢;-k és x altal generalt
részesoport palyainak osszességét; pe a £ € O (0) palyaban talalhato z-palyak
szama; i = 1,...,n-re OF a &-ben talalhato (z,c;) pélyék halmaza; adott

|77W§/\§| clemme

n e (95 esetén k, a legkisebb nemnegativ egész, amelyre x"
az 1 stabilizatoranak, és p; () a p; leképezés (konstans) erteke az 1 palyan;

végiil

De(pr,..pa) = S " "“fH H B (%) . (5.25)

qel

Bar a fenti eredmény rendkiviil komplikalt benyomast kelt, nagymérték-
ben egyszertisithet§ az tigynevezett twistelt dimenziok fogalmanak bevezeté-
sével [11]. Ezeket egy g nemnegativ egész szam, illetve primér terek py, ..., p,
és raciondlis szamok 7y, ..., 7, sorozatai jellemzik, és az ezen adatoknak meg-

felel§ twistelt dimenzidt

Dg<p1 pn> Z 22gH SOq (5.26)

r ... Tp im1

definialja”. Amennyiben minden r; karakterisztika zérus, akkor — felhasz-
nalva a A-méatrixok el6z6 alfejezetben megismert tulajdonsagait, illetve az
(5.23) altalanositott Verlinde-formulat azt kapjuk, hogy a twistelt dimen-

7i6 megegyezik a megfelels holomorf blokkok terének dimenzigjaval®:

m(% ]Z)n>=dimvg(p1...,pn). (5.27)

Fontos megjegyezni, hogy ellentétben a dim V, (p; . . ., p,) dimenziokkal, ame-

lyek mindig nemnegativ egészek, a twistelt dimenziok elvileg tetszéleges

Az r1,...,ry, racionalis szamokat szokas a twistelt dimenzié karakterisztikdinak, mig
g-t a génuszanak nevezni.
8Ez az Osszefiiggés a twistelt dimenzié elnevezés magyarazata.
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komplex értékeket vehetnek fel. Nagyon érdekes kérdés annak vizsgalata,
hogy a modularis adatok konzisztencidja milyen megszoritasokat jelent a
twistelt dimenziok lehetséges értékeire [14, 84.

Visszatérve a permutéacios orbifold fuzios szabalyait megad6 (5.24) kép-
kifejezéssel, arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a permutécios orbifold (alta-
lanositott) fazios szabélyai elGallnak az orbifoldizacio el6tti C elmélet twistelt
dimenzidinak polinomidlis kifejezéseiként. A 3.2 alfejezet terminologiaja sze-
rint a twistelt dimenziok alkotjak a fizios szabalyok multipletjét, ez magya-
razza szerepiiket a permutacios orbifoldok elméletében. Mitobb, a twistelt
dimenziok 6sszessége onmaga multipletje, vagyis a permutacios orbifold min-
den twistelt dimenzidja kifejezhets az orbifoldizacio el6tti elmélet twistelt
dimenzioi segitségével. Megjegyezziik, hogy a twistelt dimenzioknak 1étezik
egy topologiai interpretacioja is, amely fontos szerepet jatszik a véges rendi
leképezési osztalyok dbrézoléasi operatorainak nyomait kifejezd trace formuldk
vizsgalataban [14, 18].

5.4. Frobenius—Schur-indikatorok

Egy konform térelmélet primér tereit jellemz6 numerikus inavariansok kozott
fontos szerepet toltenek be a Frobenius—Schur-indikdtorok |7|. Az eredeti
értelmezés szerint ezek a kétpont-fiiggvények szimmetridjat jellemzik. Egy
adott p primér tér kétpont-fiiggvénye csak akkor nem zérus, ha a primér tér
megegyezik 6nmaga toltéskonjugéltjaval, vagyis p = p. Ebben az esetben
még mindig két lehetGség adodik: a kétpont-fiiggvény a braiding-operator
hatasara vagy onmagéiba megy at, vagy elGjelet valt. Az els6 esetben a
primér tér v, Frobenius-Schur-indikdtora +1, mig a masodikban —1, illetve
értéke zérus, amennyiben p # p. Mint azt a 6.2 alfejezetben latni fogjuk,
az indikatorok hatarozzak meg a Klein-palack amplitiadé alakjat diagonalis

modulérinvarians esetén.
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Dont6 jelentGségii az a felismerés, hogy a Frobenius—-Schur-indikatorok ér-
tékét teljes mértékben meghatarozzak a moduléris adatok |7]. Megmutathato

ugyanis, hogy )
w
Vo= NparSoqSor (w—q) . (5.28)
qar "

A fenti eredmény nemcsak egyszerti modszert szolgaltat az indikatorok sza-
molasara, de egy nemtrivialis konzisztencia-feltételt is ad moduléris adatokra:
az (5.28) képlet jobb oldalan szerepld mennyiségek csak a +1 és 0 értékeket
vehetik fel!

Mivel a C € permutécios orbifold modularis adatait ki tudjuk fejezni a
C elmélet adataival, ezért az (5.28) segitségével az indikatorokat is meghata-
rozhatjuk. Az igy kapott bonyolult kifejezésbél megfelels atalakitasok révén
egy olyan alakra jutunk, amelyben mar csak a C primér tereinek indikatorai
szerepelnek. A végss eredmény az, hogy a (p,¢) € Zqg reprezentans altal

jellemzett primér tér indikatora |9|

1 -
Vip.p) = [N Z ¢ (z,y?) H N (p,§) , (5.29)
! (z,)€0y” £€0(zy)
ahol
O = {(z,y) € P |2,9> €y, ay=yz'}, (5.30)

és N (p, &) jelentése a kovetkezs: az xy = yax~" feltételnek eleget tevs z és y
permuticiok 4ltal generalt csoport & € O (z,y) palyain az x és y? altal gene-
ralt csoport vagy tranzitivan hat, vagy két, £, -szal és £_-szal jelolt palyara
bontja azt. Az elsé esetben N (p,&) = v a p (&) primér tér indikatora,
mig a masodik esetben N (p,§) egyenls 1-gyel ha p(£y) és p(£_) egymaés

toltéskonjugaltja, ellenkezs esetben pedig zérus.

Vegyiik észre, hogy az (5.30) képletben szerepls xy = yx~" feltétel nem
mas, mint a Klein-palack fundamentalis csoportjanak definialo relacioja (a

generatorok szokasos megvalasztasa esetén), ami vilagos utalas a Klein-palack
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amplitidé és a Frobenius—Schur-indikatorok kapcsolatara, amit részleteseb-

ben is megvizsgilunk majd a 6.2 alfejezetben.
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6. fejezet

Orbifold-kovariancia és

alkalmazasai

Az orbifold-kovariancia elve egy latszoélag tautologikus allitas, amely azt
mondja ki, hogy mivel egy konform térelmélet barmely permutécios orbi-
foldja maga is egy konzisztens konform térelmélet, ezért barmely olyan &l-
litas, amely igaz minden konform térelméletre, sziikségszertien igaz minden
permutéciés orbifoldra is. Kombindlva a 3. fejezetben megismert alaptu-
lajdonsagokkal, az orbifold-kovariancia elve egy nagyon hatékony modszer
a konform térelméletek mélyebb tulajdonsagainak tanulméanyozéasara, amint

azt e fejezetben igyeksziink illusztralni.

6.1. Az orbifold-kovariancia elve

Emlékezziink vissza a 2. fejezetben tett fontos megallapitasra: egy konzisz-
tens konform térelmélet barmely permutacios orbifoldja maga is konzisztens
konform térelmélet. Kovetkezésképpen, ha egy Osszefiiggés teljesiil barmely
konform térelméletben, akkor teljesiilnie kell barmely permutécios orbifold-
ban is. Ez a latszolag semmitmondé allitas valojaban rendkiviil hatékony

eszkOzzé valik, ha Osszevetjiik a 3. fejezetben ismertetett tulajdonsagokkal,

63
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legf6képp az univerzalitassal.

Az elv alkalmazasanak szemléltetésére tegyiik fel, hogy sikeriil megmu-
tatni két jellemz6 mennyiség, mondjuk A és B egyenlségét a konform invari-
ancia kovetkezményeként: persze feltessziik, hogy A és B kiilonb6z6 mennyi-
ségek, vagyis a konform invariancia hianyaban 4ltaldban nem egyenléek'. Ez

azt jelenti, hogy teljesiil
A(C)=B(C) (6.1)

minden C konform térelméletre, ahol A (C) jeldli az A, mig B (C) a B értékeét
C-ben. Az orbifold-kovariancia elve alapjan a fenti egyenlGségnek teljesiilnie
kell a C barmely Q twist-csoporttal képzett permutacios orbifoldjaban, azaz

tetszéleges 2 permutaciocsoportra fennall, hogy
AC1Q) =B([C1) . (6.2)

Viszont az univerzalitas révén tudjuk (lasd 3.2 alfejezet), hogy a (6.2) egyen-
16ség mindkét oldalan szereplé mennyiségek kifejezheték a C elmélet jellemzéi
segitségével:

AC1Q)=A%[A,(C),..., A, (C)] (6.3)
és

B(C19Q)=BYB,(C),...,Bn ()], (6.4)
ahol Ay,..., A, az A, mig By,...,B,, a B jellemzé multipletje. A fenti

Osszefiiggéseket figyelembe véve végiil arra jutunk, hogy

ami mar a C elmélet jellmz6i kozotti 0 Osszefiiggés. Masszoval, amennyi-
ben (6.1) fennall minden konform elméletben, akkor (6.5) is sziikségszertien

teljesiil tetszéleges 2 permutaciocsoport esetén. Az A% és B funkciona-

'Péld4ul vehetjiik A-nak a moduldris S matrixot, mig B-nek annak transzponaltjat:
ezekrdl tudjuk, hogy egyenlGek minden konform térelméletben.
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lis relaciok univerzalitasa, vagyis C-t6l valo fiiggetlensége itt donts szerepet
jatszik.

Bizonyos esetekben nem kapunk semmi érdemlegeset: (6.1) automatiku-
san maga utan vonja (6.5) teljesiilését. De az esetek dontG tobbségében uj,
nemtrivialis dsszefiiggésekre jutunk, amelyek szama elvileg végtelen, mivel (2
tetszGleges. Az elv fenti formajanak alkalmazéasara a kovetkezs alfejezetben
mutatunk majd példat. Szeretnénk hangsilyozni, hogy nem csak (6.1) tipusi
egyszerl Osszefiiggések esetén alkalmazhato az elv: fizikai jellemz6k kozotti
tetszéleges relaciobol 4j, mas jellemz6k kozotti relaciok szarmaztathatok, 1é-
nyegében mechanikus mo6don.

A fent ismertetett meggondolasok alkotjak az orbifold-kovariancia al-
kalmazasanak alapjat. Még hatékonyabb eszkozhoz jutunk amennyiben az
orbifold-kovariancia elvét egy reductio ad absurdum tipusii gondolatmenettel
tarsitjuk. Tegyiik ugyanis fel, hogy bizonyos tulajdonsag teljesiilését akar-
juk megmutatni konform térelméletekre. Ekkor egy olyan hipotétikus elmé-
letb6l kiindulva, melyre nem teljesiil az adott tulajdonsag, gyakran kimu-
tathato, hogy az elmélet egy megfelelGen valasztott permutacios orbifoldja
nem tesz eleget valamely mar ismert konzisztencia-feltételeknek. Az orbifold-
kovariancia elve alapjan levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy az eredeti elmé-
let se lehetett konzisztens, teljessé téve a reductio ad absurdumot. Ilyen
tipust gondolatmenetre példa a kongruencia-részcsoport tulajdonsag bizo-

nyitasa (lasd 6.3 alfejezet).

6.2. A Pradisi-Sagnotti—Stanev-sejtés

Eddigi vizsgalataink soran a konform térelméleteket mindig csak iranyithato
feliileteken tekintettiik, pedig bizonyos alkalmazasokhoz elengedhetetlen a
nemiranyithato vilaglepeddk figyelembevétele: ilyen példaul a nem iranyitott
hurok dinamikajanak lefrdsa, modern szohasznalattal az orientifold projek-

ciok kérdése. Természetesen egy nemiranyithaté feliileten is értelmezhets a
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konform transzformaciok fogalma, és egy konform invarians térelmélet korre-
latorainak a téridé metrikdjanak konform ekvivalencia-osztalyatol valo fiig-
gése. Elsg ranézésre problémat okoz, hogy megsziinik az irdnyithato esetben
oly gyiimdlestz6 kapesolat a komplex fiiggvénytannal: egy komplex struktira
egy természetes irdnyitast hataroz meg, igy nemiranyithato feliileten nem ér-

telmezhets. Mint latni fogjuk rovidesen, ez a nehézség csak latszolagos.

A nemiranyithato feliiletek topologia osztalyozasa hasonlit az iranyithato
esethez: tovabbra is egy nemnegativ egész szam, a g génusz kiilonbozteti meg
a feliileteket, mely meghatarozza a feliilet Euler-karakterisztikajat. Nulla gé-
nuszi a projektiv sik, amelyen az 6sszes Riemann-metrika konform ekviva-
lens, kovetkezésképpen ez az eset nem tul érdekes, hiszen a vakuum-vakuum
amplitiidé mindossze egy szam, amelyet teljesen meghataroznak a szingularis

metrikdkra érvényes faktorizacios osszefiiggések.

Az els6 nemtrividlis eset g = 1-nek, a Klein-palacknak felel meg (6.1.
abra). Ez azért kiilonosen fontos, mert ez hatarozza meg az orientifold pro-
jekciok jarulékat a torusz particios fiiggvényhez. A leiras alapja az az észrevé-
tel, hogy barmely nemiranyithato feliiletnek létezik egy két leveli irAnyithato
fedése, a feliilet tgynevezett Schottky-dupldja. Mi tobb, a feliilet metrikaja,
pontosabban annak konform ekvivalencia-osztalya, indukal egy jol meghaté-
rozott metrikidt a Schottky-duplan. Ezaltal lehetévé valik, hogy a nemira-
nyithato feliilet metrikajat a Schottky-dupléajan indukalt metrika (konform

ekvivalencia-osztalya) segitségével jellemezziik.

Fontos megjegyezni, hogy a Schottky-duplan indukalt metrikdk nem le-
hetnek akarmilyenek: példaul a Klein-palack Schottky-duplaja egy kétdimen-
7i0s torusz, melynek metrikajat jellemz6 modularis paraméter sziikségszeriien
tiszta képzetes, vagy legalabbis egy megfelel6 modularis transzforméacioval
tiszta képzetessé tehets. Ez tobbek kozt azt jelenti, hogy a Klein-palackon
értelmezett metrikdk konform ekvivalencia-osztalyait nem egy komplex, ha-
nem egy t valos paraméterrel kiilonboztethetjiik meg, igy egy ilyen vilaglepe-

dén a vakuum-vakuum amplitido értéke — a K (t) Klein-amplitido — szintén
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6.1. abra. A Klein-palack oldalmetszetben.

egy valos valtozo fiiggvénye.

Természetes modon meriil fel a kérdés, hogy a Klein-amplitudo kapcso-
latba hozhato-e a mar korabban megismert fizikai jellemzGkkel. Kiterjedt
numerikus vizsgalatok eredményeként Pradisi, Sagnotti és Stanev fogalmaz-
tak meg azt a sejtést [74], hogy amennyiben az elmélet diagondlis, vagyis
torusz particios fiiggvénye elGall a primér terek kiralis karaktereinek abszolit

értékei négyzetosszegeként,

Z() = o®F, (6.6)
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akkor a Klein-amplitudo kifejezhets a primér terek kiralis karaktereinek Fro-

benius-Schur-indikitorokkal stilyozott Osszegeként:
K () =Y v, (it) (6.7)
P

Erdemes megemliteni, hogy Pradisi et al. sejtésiiket még a Frobenius Schur-
indikatorok fogalmanak bevezetése el6tt fogalmaztak meg, explicit kifejezést
adva a (6.7) Osszefiiggésben szerepld egyiitthatokra, melynek megfelelg at-

alakitasaval az indikatorokat meghatéarozo (5.28) képlet adodik.

Az orbifold-kovariancia elvének els alkalmazésa annak megmutatéasa volt,
hogy az konzisztens a Pradisi Sagnotti Stanev-sejtéssel, ezaltal meggy6z6
evidenciat szolgéltatva a sejtés igaz voltara [9]. Tekintsiik at roviden az ide-

vezet$ gondolatmenetet.

A permutéacios orbifoldokra vonatkozo altalanos elvek lehetévé teszik a
Klein-amplitido6 szamolasat. Mivel egy vakuum-viakuum amplitadorol van
sz0, ezért twist-terek nem lépnek fel, igy a Klein-palack nemramifikalt fedé-
seit kell vizsgalnunk. Ezek kétfélék lehetnek: egyrészt Klein-palackok (méas
metrikaval), masrészt kétdimenzios toruszok. Ennek megfelelen a Klein-
amplitiidé nem 6nmagaban alkot egy multipletet, hanem csak a torusz parti-
cios fiiggvénnyel egyiitt. Amennyiben K-val jel6ljiik a C konform térelmélet
Klein-amplitadojat, Z-vel a torusz particios fiiggvényét, és K%-val a C1Q
permutacios orbifold Klein-amplitadojat, akkor a 2. és 4. fejezetekben ismer-

tetett altalanos elvek alapjan megmutathato, hogy

k0= S [ K (69

»yeR  £eO(z,y)
zy=ya 1

ahol az Osszegzés a Klein-palack fundamentélis csoportjabol az ) twist-
csoportba képz6 homomorfizmusokra terjed ki (ezeket jellemzi a zy = ya~!

feltételt kielégits (z,y) par), O (z,y) jeloli az = és y altal generalt permuta-
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cioesoport palyainak Osszességét, és egy adott £ palyara

Ke(t) =K (L\%t) (6.9)

illetve

Ke(t)=Z2 (%u) (6.10)

attol fliggden, hogy a fedés £&-nek megfelels 6sszefiiggd komponense egy Klein-
palack vagy egy torusz: e két esetet az kiilonbozteti meg, hogy az x és y?
altal generalt csoport tranzitiven hat-e a {-n vagy sem. Mindkét esetben A¢
jeloli a &-ben talalhato y? palyak (kozos) hosszat.

A (6.8) képlet alapjan szamolhaté a permutécios orbifold Klein-ampliti-
doja. Most vizsgaljuk meg, hogy hogyan kapcsolddik ez az eredmény Pradisi
et al. sejtéséhez. Mivel a Klein-amplitid6 multipletje tartalmazza a torusz

particios fiiggvényt, ezért a 6.1 alfejezetben vazolt gondolatmenet egyik sze-

-(50)
K (1)

kétkomponensii mennyiség. A sejtés alapjan ez barmely konform térelmélet-

5 ( 3, b (1) )
Zp VpXp (it)

mennyiséggel: az els§ komponensek egyenlGsége abbol adodik, hogy csak

replGje az

ben egyenlG a

diagonalis elméleteket tekintiink, mig a méasodik komponensek egyenlGsége
maga a sejtés. Az orbifold-kovariancia elve szerint az A = B egyenlGség fenn-
all minden permutéaciés orbifoldban. De a fentiek alapjan meghatarozhato
az A kifejezése egy tetszéleges Q) twist-csoporti orbifoldban, és a 5. fejezet
ereményeinek felhasznélasaval a B mennyiségé is (hiszen mind a kirlis ka-
rakterek, mind a Frobenius Schur-indikatorok kifejezése ismert, lasd (5.7) és

(5.29) képleteket). A két kifejezés Osszehasonlitasaval, megfelels atalakita-
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sok elvégzése utan az a kovetkeztetés vonhato le, hogy a Pradisi-Sagnotti-
Stanev-sejtés konzisztens az orbifold-kovariancia elvével.

Persze a fenti gondolatmenet nem bizonyitja a sejtést, csak azt mutatja
meg, hogy nem mond ellent az orbifold-kovariancia elvének. De ez mar on-

magaban egy rendkiviil erés érvnek tekinthets a sejtés igaz volta mellett.

6.3. A kongruencia-részcsoport tulajdonsag

Az 1980-as évek masodik felében a konform térelmélet rohamos fejlédésen
ment keresztiil. Ekkor ismerték fel az elmélet maig meghatérozo jelentGségii
alapelveit, mint a holomorf faktorizacié vagy a modularinvariancia, masrészt
modellek egész sorat vizsgaltdk meg az tjonnan kifejlesztett eszkozok se-
gitségével. Kiilonos jelentGségre tettek szert a raciondlis elméletek?. Bar
a konform térelméletek tobbsége nem racionalis, mégis sok, az alkalmaza-
sok szempontjabol fontos elmélet ebbe az osztilyba esik. Egy masik indok a
racionalis elméletek iranti kiilonos figyelemre az, hogy az Gket definial6 véges-
ségi feltétel nagy mértékben egyszertsiti a vizsgalatukat, példaul a holomorf
blokkok terei, illetve a modularis abrazolas véges dimenzios ezen elméletek-
ben. Sokéig élt a remény, hogy a racionalis elméletek egyszerii elvek alapjan
osztalyozhatoak, a Virasoro minimél-modellek mintajara. Bar a racionélis el-
méletek osztilyozasa mindméig megoldatlan feladat, kétségtelen tény, hogy
ezen modell-osztalyon beliil van a legtébb remény a sikerre.

Az egyes raciondlis elméletek modularis adatainak analizise tobb alap-
vetd felismeréshez vezetett, ezek koziil a legfontosabbakat mar attekintettiik
a Verlinde-tétel targyalasa soran (lasd 5.2 alfejezet). Mivel a modularis ada-
tok az SLy(Z) modularis csoportnak egy abrazolasat hatarozzak meg a (5.9)
modularis relacio kdvetkeztében, természetesen meriil fel a kérdés, hogy mit
lehet mondani eme moduldris dbrdzolds tulajdonsagairol. A konkrét model-

lek modularis adatainak vizsgalata soran erre vonatkozolag tobbféle hipotézis

2Emlékeztetdiil, ezeket az jellemzi, hogy csak véges sok primér térrel rendelkeznek.
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sziiletett: ezek egyike szerint a modularis abrazolas képe, vagyis az S és T'
altal generalt matrixcsoport véges. Egy ennél sokkal erésebb sejtés szerint
a modularis abrazolas magja egy kongruencia-részcsoport, azaz létezik olyan
N pozitiv egész, hogy a

T (N) = {(Z) € SLy(Z) | (Z) = (;‘;) (modN)} (6.11)

[

ugynevezett principdlis kongruencia-részesoport minden egyes elemét az egy-
ségmatrix Abrazolja. Ez a hires, majd masfél évtizedig eldontetlen kongruencia-
részcsoport sejtés [46, 21, 32]. Mivel a principalis kongruencia-részcsoport
indexe véges, ezért a sejtés nyilvan implikilja a moduléris abrazolas képének
végességét.

A kongruencia-részcsoport tulajdonsag fennallasat végiil az orbifold-ko-
variancia elvének és az ugynevezett Galois-hatds elméletének kombinalasaval
sikeriilt belatni. A bizonyitas alapgondolatanak megértéséhez elGszor tekint-
siik at a Galois-hatas elméletének legfontosabb elemeit [34, 31, 32|.

A korabban ismertetett Verlinde-tétel stlyos megszoritasokat jelent a le-
hetséges modularis adatokra. Mivel megfogalmazasaban szerepel egy kitiin-
tetett bazis, a kiralis karakterek bézisa, ezért nem csak az dbrazolasi matri-
xoknak, de azok egyes matrixelemeinek is invarians fizikai jelentés tulajdonit-
hato, igy értelmes az a kérdés, hogy mit lehet mondani az egyes matrixelemek
szamelméleti tulajdonsagairol.

Abbol a ténybdl, hogy a (5.10) Verlinde-formula jobb oldalan szerepld
mennyiségek egész szamok, megmutathato, hogy ha tekintjiik azt az F' szam-
testet amit gy kapunk, hogy a Q raciondlis szamtesthez hozzavessziik az
Osszes moduléaris matrix minden egyes matrixelemét, akkor F' a (Q-nak egy
normalis bévitése. Felhasznédlva az S matrix szimmetriajat az is megmutat-
hato, hogy az F' egy &beli bovités, masszoval Galois-csoportja kommutativ.
Kronecker és Weber hires tétele szerint a racionalis szamok minden ilyen bé-
vitése ciklotomikus, vagyis létezik olyan N pozitiv egész, hogy F C Q[(y],
ahol (x = exp (2mi/N) egy primitiv N-edik egységgyok |66]. A legkisebb,
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ennek a feltételnek eleget tevé N szamot nevezziik az elmélet konduktordnak.
Vil4gos a fentiekbdl, hogy a T" Dehn-twist rendje osztja az N konduktort.
A Q[¢n] /Q bovités Galois-csoportja jol ismert: elemei a o; Frobenius-
leképezések, ahol [ egy primitiv maradékosztaly modulo N (azaz egy olyan
maradékosztaly, melynek elemei relativ primek N-nel), és a 0; automorfizmus

hatasat a

o1 (Cv) = Ciy (6.12)

képlet hatarozza meg. A Galois-csoport izomorf a primitiv maradékosztalyok
(Z/NZ)* multiplikativ csoportjaval [66].

Természetesen a o; Frobenius-leképezések automorfizmusai a F'/Q bovi-
tésnek is, ezért vizsgalhatjuk hatasukat a modularis matrixelemeken. Mivel

T véges rendii és diagonélis, igy nemzérus matrixelemei egységgyokok, ezért
o (T)=T". (6.13)

Az S métrixelemeinek transzformaci6ja mar bonyolultabb, de a Verlinde-
tétel alapjan megmutathato, hogy minden [ primitiv maradékosztalyra léte-

zik olyan (G; matrix, az ugynevezett Galois-mdtriz, hogy
01 (5) = SG; (6.14)

teljesiil. Az igazan lényeges felismerés az, hogy megint csak a Verlinde-tétel
kovetkeztében — a (G; Galois-métrixok ortogonélisak és monomialisak, vagyis
minden egyes sorukban és oszlopukban csak egy nem-zérus elem szerepel,
amelynek értéke csak £1 lehet [31].

A fent ismertetett eredmények képezik a Galois-hatéas elméletének alap-
jait. Hangstlyoznunk kell, hogy ezek mind a Verlinde-tétel kévetkezményei,
vagyis teljesiilnek minden konzisztens racionélis elméletben. A kongruencia-
részcsoport tulajdonsig bizonyitasa azon az észrevételen alapszik, hogy fel-
téve egy olyan raciondlis elmélet 1étezését, amely modularis abrazolasanak

magja nem kongruencia-részcsoport, akkor annak egy megfelelgen valasztott
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permutacios orbifoldjaban — ahol a twist-csoport Zy, az elmélet kondukto-
raval megegyezd rendd ciklikus permutécio altal generalt csoport — a Galois-
méatrixok nem rendelkeznek a fent felsorolt tulajdonsagokkal. Minthogy az
orbifold-kovariancia elve szerint a permutaciés orbifoldnak konzisztensnek
kéne lennie, ezért teljes a reductio ad absurdum [13].

Valgjaban a fent vazolt gondolatmenet a kongruencia-részcsoport tulaj-
donsagnal ergsebb eredményekre vezet [13|. Tobbek kozt lehet6vé teszi a G|
Galois-méatrixok és a T' Dehn-twist felcserélési szabalyanak meghatarozasat,
melynek alakja

Gr'TG, = o} (T) . (6.15)

Ezen 6sszefiiggés kovetkezményeként megmutathato, hogy

1. Az elmélet N konduktora megegyezik a T" Dehn-twist rendjével;

2. Az Osszes modularis matrixelemet tartalmazo legkisebb F' szamtest

megegyezik a teljes Q [(n] ciklotomikus testtel;

3. Adott szamu primér tér (vagyis adott dimenzi6ju modularis abrazolas)
esetén az elmélet N konduktora feliilr6l korlatos, igy csak véges sok kii-
16nb6z6 értéket vehet fel. Ennek kovetkezményeként a T° Dehn-twistre

is csak véges sok lehetGség adodik.

Egy masik, az el6z6ektdl fiiggetlen kovetkezménye az analizisnek az, hogy
M-mel jelolve az <a ’

[

feltéve, hogy d és az N konduktor relativ prim —

) moduléris transzformacié abrazolasi matrixat, és

(oF;] (M) == TbS_lT_CSGd . (616)

Ez az eredmény egyrészt nagyon effektiv modszert szolgaltat a modularis
matrixelemek gyors meghatarozasara, tobb nagysagrenddel csokkentve a szé-
mitasok bonyolultsagat, masrészt lehet6vé teszi a modularis abrazolas mag-

janak részletes jellemzését.
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A legelegédnsabb eredmények az igynevezett projektiv magra vonatkoznak
[12], mely mindazon moduléris transzforméciokbol all, amelyek abréazolasi
méatrixa az egységmatrix skalarszorosa3. Jeldlje ugyanis K a T métrix pro-
jektiv rendjét (vagyis a legkisebb pozitiv szamot, melyre TH skalarmatrix),
és legyen h mindazon maradékosztalyok (modulo N) halmaza, melyekre a

megfelel6 Galois-matrix skalaris:
b= {le(Z/NZ)" |G ==+1} . (6.17)

Mivel K osztoja az N konduktornak, ezért h elemeit redukalhatjuk modulo
K, ezaltal (Z/KZ)™-beli maradékosztalyokra jutva, melyek halmazat bg-val
fogjuk jelolni. Ekkor a

(K, bi) = {(2) € SLy(Z) |a,d € b, b,e=0 (mod K)} (6.18)

ugynevezett Shimura-csoport egy maximum 2 indext részcsoportja a projek-
tiv magnak, azaz vagy megegyezik vele (ez torténik az esetek donts tobbségé-
ben), vagy annak a felét adja ki. Ez utobbi eset a konform térelméletek kiil6-
nosen érdekes és jelentds szimmetridinak, az ugynevezett Galois-dramoknak

a létezésével kapcesolatos [12].

3Vilagos, hogy a valodi mag véges indexti normalis részcsoportja a projektiv magnak.



7. fejezet
Osszegzés és kitekintés

Mint azt méar az értekezés bevezetésében is igyekeztiink hangstlyozni, a per-
mutacios orbifoldok elmélete t&bb kiilonféle fizikai és matematikai diszciplina
taldlkozasi pontjaban helyezkedik el. Egyrészt a mértékszimmetriak altala-
nos elméletének egy (nagyon) specialis alfejezete, ahol diszkrét permutacios
szimmetridk hatasat vizsgaljuk kétdimenzios konform térelméletekkel leir-
hato dinamikaja rendszereken. Masrészt tgy is tekinthetjiik az elméletet,
mint a konform térelméleti orbifold modelleknek azt a részesetét, amikor a
twist-csoport egy permutacidécsoport. Barmely megkdozelitést is valasszuk,
az elmélet f§ erénye, hogy megoldhato, azaz explicit modon leirhaté az or-
bifoldizacié hatésa, méghozza univerzalisan, vagyis az orbifoldizalt rendszer
dinamikajanak részletes ismerete nélkiil. Ebbdl a szempontbol egészen egye-
diilall6 az elmélet.

A masik {6 szempont, amely a permutaciés orbifoldok iranti érdeklgdést
motivalja, hogy kiterjedt az alkalmazésaik kore: a masodkvantélt hirelméle-
tek leirasatol a kongruencia-részcsoport tulajdonsag bizonyitasaig, hogy csak
a legfontosabbakat emlitsiik. Valojaban a fent felsoroltak csak toredékét ad-
jak az elmélettel kapcsolatban felmeriils lehetséges alkalmazasoknak, melyek
egyikére-masikara rovidesen kitériink.

Az értekezés megprobalta felvazolni az elmélet legf6bb eredményeit és az
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azok megértéséhez elengedhetetlen matematikai fogalmak héatterét. Hangsi-
lyosan szerepelt az elmélet mogott meghiizodd geometriai kép, a vilaglepedd
fedéseivel kapcsolatos meggondolasok. Mivel az elmélet kifejtéséhez sziik-
séges matematikai fogalmak nem mind kozismertek, ezért harom fiiggelék
foglalta Ossze az olyan témékat, mint a koszori-szorzatok és az orbifold-
transzformacio, a Riemann-feliiletek és modulusaik fogalma, a feliiletek fe-
déseinek elmélete, illetve a csoportduplak struktura-, abrazolas- és karak-
terelmélete. Remélhetsleg ezek segitenek a kevésbé ismert fogalmakkal és

eredményekkel kapcsolatos kérdések tisztazasaban.

Mint azt az értekezés folyaman végig hangsilyoztuk, az elmélet legfon-
tosabb tulajdonsiga az, hogy egzaktul megoldhat6. Ezen tialmenden két
olyan fontos alaptulajdonsiggal rendelkezik, amelyek donté szerepet jatsza-
nak mind az elmélet felépitésében, mind az alkalmazasokban. Ezek a tranzi-
tivitas, amely a szukcessziv orbifoldizacié eredményét irja le, és az univerzali-
tas, amely az orbifoldizalt elmélettsl valo fiiggés mikéntjét jellemzi: részletes

ismertetésiik a 3. fejezet targya.

A rakdvetkezs fejezetek az elmélet legfontosabb eredményeit foglaljak
Ossze. Részletesen targyaljak a particios fiiggvények szerkezetét, beleértve
a magasabb génuszok esetét, a primér terek osztalyozasat, a kiralis karak-
tereket és azok modularis tulajdonsagait, a fuzios egyiitthatokat, stb. Ezen
eredmények alkotjak az értekezés gerincét, és szolgilnak alapul az alkalma-

zasokhoz.

Az utolso fejezet az orbifold-kovariancidval kapcsolatos megfontolasokat
mutatja be, és illusztralja eme rendkiviil hatékony vizsgalati modszer al-
kalmazasat két esetben, a Pradisi Sagnotti Stanev-sejtés és a kongruencia-
részcsoport tulajdonsag igazolasaban. Ezen utobbi fontos eredmény bizonyi-
tasdban betoltott szerep mar énmagaban igazolja a permutacios orbifoldok
vizsgalatdnak jogosultsagat.

Mint kordbban emlitettiik, az elméletnek tobb potencialis alkalmazésa jo-

het szamitasba. Az egyik lehetGség bonyolult konform térelméletek jellemzs-



7

inek szarmaztatasa egyszeriibb elméletek vizsgélata révén. Ez azon a felisme-
résen alapszik, hogy szerencsés esetben egy (racionalis) konform térelméletet
méar viszonylag kevés adat egyértelmien meghataroz. Példaul Cappelli és
d’Appollonio megmutattak |27|, hogy az Ising-modell harmadfoki tranzitiv
permutacios orbifoldjai egyértelmitien azonosithatok bizonyos szuperkonform
elméletekkel, kizarolag a primér terek osztalyozasat és a modularis adato-
kat figyelembe véve. Mig az Ising-modellrél bGséges ismeretanyag all ren-
delkezésre, a fent emlitett szuperkonform modellek esetén mar a particids
fiiggvények szamolasa is bonyolult feladat: viszont a fenti azonositas révén
az eredmény egyszeri modon kifejezheté az Ising-modell megfelelg adatai-
nak segitségével, dontd modon leegyszeriisitve ezen szuperkonform modellek
vizsgalatat. Altalaban is elmondhato, hogy egy konform térelméletnek per-
mutaciés orbifoldként valo beazonositasa, bar messze nem trivialis feladat,

de alapvets egyszeriisitést jelent az elmélet targyaldsaban.

Egy masik potenciélis alkalmazas a "Holdvilag” jelenségével kapcsolatos
|80, 30|, amire t6bbszor is utaltunk az értekezés soran. Bar a 90-es évek dere-
kan Borcherds bebizonyitotta a Moonshine-sejtéseket [24] amit rovid idén
beliil Fields Medal-lal honoraltak , de mint azt egyre tobben hangoztat-
jak az utobbi években |58|, a jelenséget magat nem magyarazta meg. Hogy
szoros kapcsolat all fenn az orbifold modellekkel, azt viszonylag korén felis-
merték [42, 4, 81], de mindméaig nem sikeriilt fizikai értelmet adni az egyik
legfontosabb kérdéskornek, az igynevezett replikacios formulak létének (ame-
lyek a Borcherds-féle bizonyitéasban is dontd szerepet jatszottak). Egyre tobb
jel utal arra, hogy a replikaciés formuldk a Moonshine-orbifold szimmetrikus

szorzataival kapcsolatosak, ezdltal esetleg lehetGvé téve az egész problémakor

T stz

Végiil mindenképpen szot kell ejteni az elmélet egyik legfontosabb alkal-
mazasarol — amit részben érintettiink az értekezésben —, a htirok méasodkvan-
talasanak problematikajarol, illetve altalanosabb értelemben a szimmetrikus

szorzatok elméletérsl. E téménak mar kiterjedt irodalma van [37, 16, 7, 70,
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71, 20|, és tovabbra is intenziven vizsgaljak, ezért részletes ismertetése messze
tialmutatna az értekezés keretein. Bar sok fontos kérdésre ismert a valasz, de
a szimmetrikus szorzatok elmélete messze nem tekinthets lezartnak, amint

azt az irantuk megnyilvanul6 lankadatlan érdeklédés is bizonyitja.



A. Fuggelék

Koszoru-szorzatok és az

orbifold-transzformacid

T stz

tulajdonsagat, és attekintjiik az orbifold-transzformécio elméletének alapjait,
kiilonos tekintettel a konform térelméleti alkalmazasokkal kapcsolatos ered-

ményekre.

A.1. Koszoru-szorzatok

Legyen X és Y két (véges) halmaz, w € Sy az Y egy permutacioja, mig
¢ Y — Sx egy tetsz6leges leképezés Y-bol az X feletti Sx szimmetrikus

csoportba (mas szoval ¢ az Y minden egyes eleméhez az X-nek egy permu-

T stz

szorzatnak egy ¢ { w-val jelolt permutacidja, amely az alabbi moédon hat az

X %X Y Descartes-szorzat elemein:

Prlw: (z,y) = (¢ (y) z,wy) - (A.1)
Egyszert ellen6rizni, hogy ¢ lw val6ban az X x Y-nak egy permutacidja,
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azaz egy Onmagéra valo bijektiv leképezése. A fenti definicidval egy

(SX)Y xSy — Sxxy

(p,w) — Plw

leképezést értelmeztiink, ahol szokas szerint B4 jelsli az A-bol B-be vivé

leképezések Osszességét.

A ¢ lw alaki permutéciok hatasa a kovetkez6képpen szemléltethets: egy
pakli kartyat akarunk megkeverni (vagyis lapjait permutélni egymaéssal), de
nem az egész paklit keverjiik egyszerre, hanem elGszor felosztjuk egyenld
nagysagiu részekre, majd mindegyik részt kiilon-kiilon és egymastol teljesen
fiiggetleniil megkeverjiik, végiil az egyes részeket is Osszekeverjiik egymassal,
de gy, hogy a lapok sorrendje egy adott részen beliil mér ne valtozzon. Szem-
léltet6 példankban az Y halmaz a pakli részeinek Osszessége, az X halmaz
indexeli az egyes részeken beliil talalhato kartydkat — emlékezziink vissza,
hogy minden rész azonos nagysiagi , az w permutacié az egyes részeket ke-
veri egymassal, mig a ¢ : Y — Sx leképezés jelentése, hogy ¢ (y) adja meg

az y-nal indexelt rész keverését leir6 permutaciot.

Legyen most ¢p,ds € (Sx)* két, Y-bol az Sx szimmetrikus csoportba
vive leképezés, és wi,ws € Sy két permutacidja Y-nak. Koénnyen ellendriz-

het6 a definiciok alapjan, hogy

(f12wr) (P2 twa) = (7%¢2) U (wiwa) (A.2)

ahol ¢¥ = ¢ o w, mig @1¢, jeldli a két leképezés pontonkénti szorzatat, azaz

P12 Y — Sy
y — ¢ (y) b2 (y) -

Valoban, (A.1) alapjan egy (z,y) € X X Y part a ¢9 ! we permutéacio a
(¢2 (y) 7, woy) parba képez, ez utdbbit pedig ¢1wr a (¢1 (w2y) © P2 (y) T, w1 (wWay))
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parba, ami nem mas, mint (¢{%¢s (y) x, wiway). A (A.2) Osszefiiggés legfon-
tosabb kovetkezménye, hogy a ¢ ! w alaki permutaciok az Syyy-nak egy
részcsoportjat alkotjak, amelyet szokas Sy { Sy-nal jelélni. Utobbirol kénnyt
belatni, hogy valddi részcsoport, vagyis nem allithat6 el6 X x Y minden
permutacidja ¢l w alakban, ami egyszeriien kovetkezik példaul szamossagi
megfontolasokbol, hiszen |Sx 1 Sy| = [Y[I(|X|)"], ami altaldban kisebb,
mint |Sxxy| = (|X]|Y])!

Amennyiben €y az X halmaznak, mig ), az Y halmaznak egy permuta-
cidesoportja, akkor a ¢ € Q) és w € €y parokhoz rendelt ¢ w permutédciok
nyilvan egy részcsoportjat alkotjak Sx ! Sy-nak, amit az €2y és )y permuta-
cioesoportok koszoru-szorzatanak neveziink, és Q5 0 Qo-vel jeloliink [41]. A

koszoru-szorzat rendjét a
Q12 Q| = |5 [y (A.3)

képlet adja meg, ahol deg (Q2) jeloli az Q permutacioesoport fokszaméat, vagyis
az altala permutalt halmaz szamossagat. Ezzel szemben a fokszamok Gssze-

szorz6dnak:

deg (21 1) = deg (1) deg (€25) . (A.4)

A koszoru-szorzatok alapvetd tulajdonsidga az asszociativitas: amennyi-

ben €y, €2y és {23 harom permutaciécsoport, akkor az
Q1 0(922093)

és

(Q10922) 0923

permutéacioesoportok ekvivalensek egyméssal (azaz nemcsak izomorfak, de
egyazon absztrakt csoport ekvivalens permutécios hatéasait realizaljak). Meg-
jegyezziik, hogy a koszoru-szorzat képzése nyilvanvaléan nem kommutativ,

amint az egyszeri szamossagi megfontolasokbol is kovetkezik.
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Az alkalmazéasok szempontjabol fontos a koszori-szorzatok palyainak le-
irdsa. Beldthato ugyanis, hogy az 21:{2; minden palyaja elGall £ xn Descartes-
szorzatként, ahol £ az 2y, mig n az )y egy palyaja. Valoban, ha tekintjiik
egy (z,y) € X XY pont

(1) (2.9) = {(@W)w.wy) [o€ (@), we )

palyajat, akkor ennek a masodik komponensre vett projekcidja nyilvan az
Qoy palya, mig az elsé komponensre vett projekcidé iz, mivel ¢ € (Ql)y
tetszblegesen valaszthato. Lathato, hogy a péalydkon tulmenGen a palyédk

stabilizatorai is egyszertien jellemezhetdk, hiszen

Stabﬂﬂﬂz (‘757'3/) = {¢ tw | w e Stabﬂz (y) , ¢ (y) € Stabfh (ZL’)} : (A5)

Végiil, de nem utolsésorban, a koszori-szorzatoknak az alkalmazasok
szempontjabol egyik legfontosabb tulajdonsaga, hogy a koszoru-szorzatokba
képezé homomorfizmusok szerkezete viszonylag jol kezelhets. Legyen ugyanis
G egy tetszéleges csoport, mig A és € két, az X és Y halmazokon hatd per-
mutacidcsoport, és tekintsiink egy ¢ : G — A Q) homomorfizmust. A ¢
homomorfizmus a G csoport minden g eleméhez hozzarendeli a A €) koszori-
szorzat egy ¢ (g) = A(g9) Lw(g) elemét, ahol w(g) € Q, mig A(g) € AY.
Mivel ¢ homomorfizmus, ezért az g — w (g) leképezés egy w : G — € homo-
morfizmust definial; viszont a g — A (g) leképezés csak egy derivaciot (mas

elnevezéssel keresztezett homomorfizmust) hatéroz meg, vagyis egy, a
A(gh) = A(g)"™ A () (A.6)
azonossagnak eleget tevs X : G — AY leképezést.

A X : G — AY derivaciok a kovetkezSképpen osztalyozhatok: jeloljiik

O (w)-val az w (G) csoport (az w homomorfizmus képe) palyait, illetve G-
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vel a € € O (w) palya stabilizatorat:

Ge={9eCGlul9)& =}, (A7)

ahol &* jeloli a £ palya egy (tetszélegesen valasztott) reprezentansat. Ekkor
egy A : G — AY derivaci6 minden ¢ € O (w) palydhoz hozzarendel egy
O, : G¢ — A homomorfizmust és egy olyan ¢ : G/G¢ — A leképezést,
amelyre ¢¢ (G¢) = 1. Forditva, ha minden egyes { € O (w) palyahoz adott
egy @¢ : G¢ — A homomorfizmus és egy olyan ¢ : G/G¢ — A leképezés,
amelyre ¢¢ (G¢) = 1, akkor ezek az adatok egyértelmiien meghataroznak egy
A G — AY derivaciot, ami az w : G — € homomorfizmussal egyiittesen
meghataroz egy ¢ : G — A Q) homomorfizmust. Mindezek fontos szerepet
az olyan alaptulajdonsagok bizonyitasaban, mint a tranzitivitas és az (A.15)
exponencialis azonossag.

A koszoru-szorzatok és abrazolasaik részletesebb leirasa megtalédlhato a
szakirodalomban [67]. Megjegyezziik, hogy az iteralt koszoru-szorzatok sze-
repet jatszanak az elméleti fizika méas teriiletein is, példaul a rendezetlen
rendszerek elméletében, az tgynevezett replikaszimmetria-sértés leirasaban
[19].

A.2. Az orbifold-transzformaci6

Bar latszolag fiiggetlen, mégis szorosan kapcsolodik a koszort-szorzatok el-
méletéhez egy méasik csoportelméleti fogalom, az igynevezett orbifold-transz-
formacio, amely alapvets szerepet jatszik a permutacios orbifoldok elméleté-
ben: val6jaban, amint arra neve is utal, a permutécios orbifoldok bizonyos
aspektusainak messzemend altalanositasanak tekinthetd.

Az orbifold-transzformacio definicioja a kovetkez6: tekintsiink egy vé-
gesen generdlt G csoportot, és egy R egységelemes, kommutativ (Q-algebrat,

azaz egy olyan kommutativ gytirtit, amely részgytiriiként tartalmazza a racio-
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nalis szamok testét. Jelolje Z(G) a G csoport véges indexii részcsoportjainak
Osszességeét, és €1 (G, R) az R értéki osztalyfiiggvények halmazat 2 (G)-n,
vagyis az olyan Z : Z(G) — R leképezések halmazat, amelyekre

Z(g'Hg) = Z(H)

minden H € Z(G) és g € G-re (vegyiik észre, hogy egy véges indexti részcso-

port minden konjugaltja maga is véges indexti, ezért a fenti feltétel értelmes).

Tetszbleges (2 < Sx permutaciocsoporthoz hozzarendelhets egy

¢l (G,R) — ¥ (G,R)
Z — Z1Q

leképezés az alabbi képlet alapjan:

ZZQ:HHﬁ > I 2H) . (A.8)
$:H—Q £€0(9)

E képletben az Osszegzés az Osszes ¢ : H — ) homomorfizmusra értendd,
O (¢) jeloli a ¢ homomorfizmus ¢ (H) képének palyait (az {2 permutaciocso-

port X tartohalmazéan), mig

He={ge H|¢(9)& =&}

a & € O(¢) palya egy (tetszéleges) £* reprezentasanak a stabilizatora. Ve-
gyiik észre, hogy a fenti definici értelmes: egyfeldl, csak véges sok ¢ : H — €
homomorfizmusra kell Gsszegezni (mivel a Reidemeister Schreier-tétel értel-
mében egy végesen generalt csoport minden véges indext részcsoportja maga
is végesen generalt, és nyilvanvalo, hogy egy végesen generalt csoportbol egy
véges csoportba képez6 homomorfizmusok szama véges); masrészt Z (He) ér-
téke fliggetlen a £* reprezentans valasztasatol, mivel egyazon pélya kiilonb6z6

pontjainak stabilizatorai (amelyek mind véges indexii részcsoportjai G-nek)
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egymas konjugéltjai, és definici szerint Z osztalyfiiggvény. Annak belatasa
sem okoz kiilonosebb nehézséget, hogy Z1€) maga is osztalyfiiggvény. Z -t

a Z osztalyfiiggvény ( Q szerinti) orbifold-transzformdltjanak nevezziik.

A legegyszeriibb nemtrivialis esete az orbifold-transzformacionak az, ami-
kor GG végtelen ciklikus, azaz izomorf az egész szamok Z additiv csoportjaval.
Mivel Z minden véges indexii részcsoportja maga is végtelen ciklikus, ezért
egy ilyen részcsoport nZ alaki, ahol n egy pozitiv egész szam, ami melles-
leg pont a részcsoport indexe Z-ben. Ez azt jelenti, hogy egy-egyértelmii
kapcsolat all fent Z(Z) és a természetes szamok kozott. Z kommutativitasa
miatt minden részcsoport onmaga alkot egy konjugélt osztalyt, ezért Z osz-
talyfiiggvényei felfoghatok gy is, mint a természetes szamok halmazabol az
R-be vivé leképezések, azaz R-beli értékeket felvevs Z (1), Z(2), ... végtelen
sorozatok. Masfeldl egy ¢ : Z — 2 homomorfizmust egyértelmiien meghata-
roz a ¢ (1) € Q elem: egy ilyen homomorfizmus képének palyai megegyeznek
a ¢ (1) permutacié palyaival, és egy adott £ € O (¢) palya stabilizatora nem
mas, mint |£| Z, amint az konnyen belathato az orbit-stabilizator-tétel segitsé-
gével, hiszen a stabilizator indexe éppen a palya hossza. Mindezt figyelembe

véve, esetiinkben az orbifold-transzformacio alakja

(210 Z [T 2@l (A.9)

mGQ £e0(x)

A fenti eredmény egyszeriien kifejezhetd egy klasszikus fogalom, az tgy-
nevezett ciklusmutato polinom segitségével. Egy Q2 < Sx permutaciocsoport

ciklusmutato polinomja az alabbi tébbvaltozos polinom [79]:

Po(t,... tx|) = Z H te| - (A.10)

xEQ £e0(x

A ciklusmutato polinom fontos szerepet jatszik az enumerativ kombinatori-
kaban és az abrazolaselméletben, de fontos alkalmazésai vannak a természet-

tudomanyok kiilonféle teriiletein, példaul a kémiaban is.
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A ciklusmutatd polinom segitségével az (A.9) eredmény az alabbi alakra

egyszeriisodik:
(219Q)(n) = Po(Z2(n),..., 2 (n|X])

vagyis a ciklusmutatd polinom t; valtozojat Z (nk)-val kell helyettesiteni.

Amig a G = Z valasztas végeredményben egy klasszikus fogalomra, a
ciklusmutatd polinomra vezet, addig mas végesen generalt csoportok ese-
tén ujfajta eredmények adodnak. A kovetkezs legegyszeriibb eset, amely a
fizikai alkalmazéasokban is fontos szerepet jatszik, amikor G = Z ® Z. Mi-
vel Z @ 7, egy véges rangu szabad Abel-csoport, ezért minden véges indexii
részcsoportja izomort Z & Z-vel, és minden konjugélt osztaly pontosan egy
részcsoportot tartalmaz. A Z @ Z véges indext részcsoportjai, szemben a
Z hasonl6 részcsoportjaival, nem jellemezhetSk egyediil az indexiikkel: jel-
lemzésiikre egy 2x2-es Hermite-féle normalformaju méatrix (réviden HNF)
szitkséges [29]. Egy HNF nem més, mint egy olyan egész elemt, 2x2-es H
matrix, amelynek bal als6 Hy; matrixeleme zérus, Hyy és Hoy diagonalis ele-
mei pozitivak, mig Hio jobb fels§ matrixeleme eleget tesz a 0 < Hiy < Hoy

egyenlGtlenségnek.

Valéban, a Z & Z két, egymassal kommutélé a és b elemmel generalhato,
Z®Z = {(a,b), amibdl kovetkezik, hogy elemeinek halmaza {a"bﬁ |la, p € Z}.
Hasonloképpen, egy véges indexii részcsoport generalhato egy @,b € Z & Z

parral, és a fentiek alapjan ezek kifejezhetck

a = qHupHre

aHzl szz

=l
|

alakban, ahol H egy 2x2-es egész elemi matrix. De egyazon részcsoport
tobb kiilonbozé @, b parral generalhato, és belathato, hogy létezik pontosan
egy olyan general6 par, amelyre a H matrix Hermite-féle normalformaju. A

fentiekbdl az is kittinik, hogy a H HNF altal jellemzett részcsoport indexe
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megegyezik a H méatrix det H determinansaval.

Az eddigiek alapjan jelen esetben az osztalyfliggvények azonosithatok a
2x2-es HNF-ek halmazan értelmezett, R-beli értékeket felvevs fliggvények
Osszességével. Masrészt egy ¢ : Z B 7 — ) homomorfizmust egyértelmiien
jellemez a ¢ (a) és ¢ (b), ahol tovabbra is a-val és b-vel jeloltik a Z & Z
két generatorat. Mivel a és b kommutal, ezért a ¢ (a) és ¢ (b) permutaciok
is felcserélhet6k egymassal. Vagyis a ¢ : Z & Z — (2 homomorfizmusok
egy-egyértelmii kapcsolatban allnak a kommutald Q-beli elempéarokkal, ezek
halmazat szokas szerint Q% jelgli. Az (x,y) kommutélé elempérral jellem-
zett ¢ homomorfizmus képének pélydi megegyeznek az x és y permutaciok

altal generalt csoport palyaival:

O(¢) =0 (x,y) .

Kommutalé permutacioparok péalyainak szerkezete (vagyis a Z @ Z csoport
tranzitiv permutacios hatésai) jellemezhet6 harom numerikus invarianssal
(lasd azA.1 abrat), amelyek meghatarozzak a stabilizator szerkezetét (mivel
a csoport kommutativ, ezért egy palya kiilonb6z6 pontjainak stabilizatorai
megegyeznek, vagyis értelmes egy adott palya stabilizatorarol beszélni). Egy

¢ € O(¢) palya stabilizatora maga is véges indexii részcsoportja Z @ Z-nek,

He— [ Fe e
0 e

HNF-fel, ahol az egyes matrixelemek jelentése a kdvetkezd:

ezért jellemezhets egy

1. A¢ azt mondja meg, hogy egy adott & € O (x,y) palyaban foglalt
palydknak mekkora a hossza (x és y kommutativitasabol kovetkezik,

hogy a ¢-ben talalhato Gsszes x palya hossza megegyezik);
2. pe nem mas, mint a £ € O (z,y) palyaban foglalt x palyak szama;

3. k¢ a palya stabilizatorat jellemzi. A pontos feltétel az, hogy x"eyte
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- 'W'T;,;

/Ty

A.l. dbra. Az (z,y) € St kommutalo permutaciopar egy palyajanak szer-
kezete. A fekete korongok jeldlik a palya pontjait, a fligg6leges téglalapok a
palyaban foglalt x palydkat, melyek mind azonos A hossztusaguak, és szamuk
(. Az y permutécid az egyes téglalapok kozott 1éptet, de ferdén, vagyis y* az
x valamely hatvanyaval azonos hatési, ez definidlja a palyat jellemz6 x para-
métert. A (A, ) harmas meghatarozza a pélya stabilizatoranak HNF-ét.

eleme a stabilizdtornak.

Megjegyezziik, hogy Aepre = [€|, mivel a stabilizator indexe pont a palya
hossza. A fentiekbdl kittinik, hogy egy adott palya stabilizatordnak HNF-je
kénnyen meghatarozhat6 a permutécios hatés adataibol.

Osszefoglalva az fentieket, a G = Z®Z esetben az orbifold-transzformacio
az alabbi alakot olti:

(Z21Q)(H) = % Il z#EH,) (A11)
(z,y)€Q{2} £€0(z,y)

ahol Q2 jeldli az Q-beli kommutalo parok Gsszességét,visszaemlékezve arra,
hogy a Z osztalyfiiggvény a HNF-ek halmazan van értelmezve!.

Az eddigiek soran az orbifold-transzformaciot rogzitett G és tetszéleges
Z € 61 (G, R) osztalyfiiggvény esetében vizsgaltuk. Figyelmet érdemel az az
eset is, amikor a G csoport tetszleges, de a Z osztalyfiiggvényt specialisan
valasztjuk. Példaul, amennyiben a Z osztalyfiiggvény értéke azonosan 1
minden véges indext részcsoporton, akkor Z1€) orbifold-transzformaltja a G

véges indexti részcsoportjaibol az 2-ba vivé homomorfizmusokat szamolja le.

Konnyti belatni, hogy két HNF szorzata maga is egy HNF.
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Még érdekesebb az az eset, amikor a Z osztalyfiiggvény egy 1-t6l kiilonbozé
konstans: Z (H) = s minden H € Z(G) részcsoportra, ahol s # 1. Ekkor
az orbifold-transzformalt tovabbra is a H — €2 homomorfizmusokat szamolja
le, de silyozva egy, a homomorfizmus képe palyainak (vagyis a megfelelg
permutécios hatés tranzitiv dsszetevdinek) szaméatol fiiggs faktorral. Példaul,
egy permutacios orbifold primér terei szamat meghatarozo Py (s) polinom
(lasd (3.2) képlet) nem mas, mint a G = Z ® Z & Z csoport Z = s konstans
osztalyfiiggvényének orbifold-transzformaltja.

Az orbifold-transzformacié talan legalapvetébb tulajdonsiga a tranzitivi-
tas: eszerint, ha Z € €7 (G, R) és 1,25 két permutéacioesoport, akkor

(Z19)1 Q0 = Z0(0 1) . (A.12)

A tranzitivitas bizonyitasa a koszoriu-szorzatoknak e fiiggelékben megismert
tulajdonséagain alapszik, dontd jelentGségili a koszori-szorzatokba képezd ho-
momorfizmusok kordbban ismertetett osztalyozasa. Mar az elnevezésbdl is
kitiinik e tulajdonsag szoros kapcsolata a permutécios orbifoldok hasonlé el-
nevezési tulajdonsagaval.

Egy masik, a definiciokbol kénnyen adodo, de az alkalmazésok szem-
pontjabol rendkiviil hasznos tulajdonsiga az orbifold-transzformacionak az,
hogy felcserélhets a lokalizdcidval. Egy Z € €Y (G, R) osztalyfiiggvény Ze
€1 (G, R [s]) lokalizaltjat  a

Z(H) = Z (H)s'<H (A.13)

képlet alapjan értelmezziik: az elnevezés abbol ered, hogy amennyiben s-t
kis (< 1) numerikus értéknek tekintjiik, akkor a magas indext részcsoportok
jaruléka el lesz nyomva, vagyis a Z osztalyfiiggvényt lokalizaltuk az alacsony
indexii részcsoportokra. A lokalizacié fontos szerepet jatszik példaul akkor,

amikor a kovetkez6 alfejezetben targyaland6 exponencialis azonossagot at

21tt R[s] jeloli az R gytirii feletti egyvaltozos polinomgyfiriit, melynek véltozoja s.
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kivanjuk alakitani formalis azonossagbodl konvergens sorok kozotti Osszefiig-

géssé. Az orbifoldizacio és a lokalizacio felcserélhetGsége azt jelenti, hogy

—

Z10=2Q (A.14)

fennall minden Z € 67 (G, R) és ) permutéaciocsoportra.

Befejezésiil ide kivankozik annak megemlitése, hogy az orbifold-transz-
formacio itt ismertetett alakja modosithato tgynevezett kohomologikus twistek
bevezetésével. Ezen eljaras részleteinek ismertetését mell6zziik, csak annyit
jegyziink meg, hogy a diszkrét torzid fogalméanak messzemend altaldnositasat

szolgaltatja.

A.3. Az exponenciilis azonossag

Az eddigiek soran az orbifold-transzformacionak olyan specidlis eseteit te-
kintettiik at, amikor vagy a végesen generalt G csoportot, vagy a Z osz-
talyfliggvényt rogzitettiik, viszont az ) permutacidécsoportot tetszdélegesen
valaszthattuk. Egy masik érdekes lehet&ség az, ha se a G csoportrol, se a Z
osztalyfiiggvényrsl nem tételeziink fel semmit, de az {2 permutacidécsoportot
rogzitjiik. Kiemelkedd jelentGségii az az eset, amikor €2 = S, az n-edfoku
szimmetrikus csoport, ez az alapja a szimmetrikus szorzatok elméletének.
Az alapvet§ eredmény ebben a kérdéskorben az tigynevezett exponencialis

azonossag [16]:

o 0 zln]
Y "2, (G) = exp (Z ]%(G)> . (A.15)

A fenti Gsszefiiggésben G egy tetszileges végesen generdlt csoport, p egy
formalis paraméter, Z € 67 (G, R) egy R-értéki osztalyfiiggvény Z(G)-n,
ahol R egy megfelel§ kommutativ Q-algebra, és Z,, jeloli a Z osztalyfiiggvény
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S, szerinti orbifold-transzforméltjat, azaz
Z, =215, , (A.16)
végiil pozitiv egész n-re,
Zh@ = Y z@H), (A.17)
HEZ,(G)

ahol .Z, (G) jeloli a G csoport n indexii részcsoportjainak Osszességét:
Z(G)={He LG)|[G:H =n) . (A.18)

Megjegyezziik, hogy konvencio6 szerint Z, (G) = 1.

Az exponencidlis azonossig bizonyitasa megtalalhato az irodalomban, 1é-
nyegében az S,-be képez6 homomorfizmusoknak a permutéciés hatasokkal
valo azonossagat, illetve a permutéicios hatasok tranzitiv dekompoziciojat
hasznalja ki [16]. A bizonyitas ismertetése helyett e ponton inkdbb az ex-
ponencidlis azonossag geometriai értelmezésére hivnank fel a figyelmet: az
azonossag bal oldala megfelelGen interpretalva egy sokaséig 0sszes fedésére
vonatkoz6 0sszegnek tekinthetd, mig a jobb oldalon allo kifejezés exponense

ugyanezen sokasag Osszefiiggd fedéseire vett Osszegnek.

Abban a speciélis esetben ha G = 7Z, az exponencialis azonossag az alabbi
jol ismert alakot 6lti [79]:

o [o.¢] ntn
1+Zp"Pn (t1,...,ty) = exp (an ) , (A.19)
n=1

n=1

ahol P, (t1,...,t,) jeloli az S, szimmetrikus csoport ciklusmutat6 polinom-
jat, vagyis az n-edik (méasodfaji) Schur-polinomot, az abrazolaselmélet és a
kombinatorika egy jol ismert szereplgjét. Ezen eredmény felhasznélasaval, az

(A.15) azonossaghan a p azonos kitevGji hatvanyainak Gsszevetésébdl végiil
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a kovetkez6 eredményt kapjuk:
Z,(G) =P, (2M(G),....2"(Q) , (A.20)

ami lényegében zart alakban ad valaszt a szimmetrikus szorzatok elméleté-
nek alapkérdéseire. Vegyiik észre, hogy a ZF! (G) mennyiségek szamolasa a
definicio alapjan sokkalta konnyebb, mint a Z, (G)-ké, igy a (A.20) képlet

donté modon egyszeriisiti az elméletet.



B. Fuggelék

Riemann-feluletek és az

uniformizacios tétel

Jelen fiiggelék célja, hogy attekintse a Riemann-feliiletek elméletének azon
aspektusait, amelyek a konform térelméletben fontos szerepet jatszanak, kii-
16n6s tekintettel a Riemann-feliiletek fedéseire és uniformizéacidjara, és a mo-

dulusok problematikajéra.

B.1. Riemann-feliiletek és modulusaik

Egy komplex sokasig egy olyan geometriai objektum, amelyen értelmezhe-
téek a komplex fliggvénytan klasszikus fogalmai: a holomorficitas és mero-
morf-icitas. Az egydimenzios komplex sokasagokat szokas Riemann-feliiletek-
nek is nevezni, Bernhard Riemann tiszteletére, aki els6nek ismerte fel e foga-
lom jelentGségét a (részben altala megteremtett) komplex analizis szamara. A
Riemann-feliiletek a legkozvetlenebb altalanositasai az 0sszes komplex soka-
sag archetipusanak, a komplex siknak, és ennek kovetkeztében sok kozottiik
a hasonlosag.

A fentiek szabatos megfogalmazasa a kovetkezGképpen hangzik: egy X

Hausdorff-féle topologikus téren értelmezett (egydimenzios) komplex atlasz-

93
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nak (Us, o) parok olyan Gsszességét nevezziik, ahol az U, halmazok (a lokdlis
térképek) az X-nek egy nyilt lefedését adjak, mig a ¢,-k (a lokdlis koordind-
tak) homeomorfizmusok az U, és a komplex szamsik egy nyilt részhalmaza

kozott. Egy komplex atlasz holomorf, amennyiben U, N Uz # () esetén az

G0 05" b5 (Ua N Up) = do (Ua N Up) (B.1)

leképezések holomorfak, azaz kielégitik a Cauchy Riemann-egyenleteket. Két
holomorf atlasz ekvivalens, ha uni6juk is holomorf, és holomorf atlaszok egy
ekvivalencia-osztalyat komplex struktirdnak nevezziik az X-en. Végiil, egy
(X, A) part, ahol A egy komplex struktira az X-en, Riemann-feliletnek ne-
veziink |22, 47, 49|. Vegyiik észre, hogy a fenti definicio alapjan egy Riemann-
feliilet egyben egy kétdimenzios differencialhaté sokasag, amelyen adott egy

természetes iranyitas.

A legnyilvanvalobb példa Riemann-feliiletre a komplex sik, ahol a (C,id)
par egy holomorf atlaszt alkot (id a z — z identikus leképezést jeldli). Egy
méasik egyszerii példa a CP' = C U {0} Riemann-gomb, amelyet a komplex
sik kompaktifikicidjaként kapunk, egy végtelen tavoli oo pont hozzdadasaval.

Ekkor egy holomorf atlasz

UlzC, ¢1(Z):
Up=C*U{oo} ,  ¢a(2) =

I

, (B.2)

ISR

ahol szokas szerint C* = {z € C|z # 0} jeloli a nemzérus komplex szamok

0sszességeét.

Egy f: Xy — X, folytonos leképerzést két Riemann-feliilet kdzott akkor

neveziink holomorfnak, ha minden

wﬁofogb;l : ¢a (Uaﬁf_l (Vﬁ>) —C (B'S)

osszetett leképezés holomorf (mint a komplex sik két nyilt halmaza koézotti
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leképezés), ahol {(U,, ¢a)} az Xi, mig {(V3,1¢5)} az Xy egy holomorf atla-
sza. A C komplex sikba (mint Riemann-feliiletbe) képezd holomorf leképe-
zéseket szokas holomorf figguényeknek nevezni, mig a CP' Riemann-gémbbe
képezd holomorf leképezések a meromorf fiigguények. Egy Riemann-feliileten
értelmezett meromorf fiiggvények Osszessége egy testet alkot a pontonkénti

Osszeadasra és szorzasra.

Két Riemann-feliilet konform ekvivalens (mas elnevezéssel biholomorf),
amennyiben létezik kozottiik invertdlhaté holomorf leképezés. Az elneve-
7és arra vezethetd vissza, hogy a komplex struktura segitségével természe-
tes modon értelmezhetd két, a Riemann-feliileten haladé és egymast metsz6
folytonos gorbe kozotti szog, és egy holomorf leképezés megbrzi ezt a sz6-
get amennyiben invertdlhato a metszéspontban. Nyilvan konform ekvivalens
Riemann-feliiletek egyben homeomorfak is. Egy Riemann-feliiletet 6nma-
gaba képezd invertalhato holomorf leképezést a feliilet automorfizmusanak

neveziink, ezek alkotjak a feliilet automorfizmus-csoportjat.

A kompakt iranyithato kétdimenzids sokasagok, vagyis a kompakt ira-
nyithato feliiletek topologiai osztalyozésa viszonylag egyszerii: egy g nem-
negativ egész szam, az ugynevezett génusz kiilonbozteti meg a topologiailag
inekvivalens feliileteket, amely lényegében a feliilet Euler-karakterisztikajat
hatarozza meg: ez utobbi értéke 2 — 2¢. Példaul, a CP' Riemann-gémb egy
nulla génuszi kompakt feliilet, annak megfelelGen, hogy a gémbfeliilet Euler-
karakterisztikaja 2. Mivel a fundamentalis csoport topologikus invarians,
ezért kompakt feliilet esetén szerkezete a génusz altal teljesen meghataro-

zott: egy g > 0 génuszi kompakt feliilet fundamentalis csoportja izomorf

g
<a1,b1,...,0,g,b9| H[az,b,] = 1> (B4)
=1

a

Tzt

kommutatorat jeloli. Nemkompakt feliiletek esetén az osztalyozas valame-

lyest bonyolultabb, ezért arra nem tériink ki, mivel tigyis a kompakt eset
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B.1. abra. Egy g = 3 génuszu kompakt feliilet

fontos a szamunkra.

A konform térelmélet szempontjabol donté jelentGségii, hogy egy-egyértel-
mii kapcsolat all fenn egy iranyithato feliileten értelmezhetd komplex struktu-
rak és ugyanezen feliileten értelmezheté Riemann-metrikak konform ekvivalencia-
osztéalyai kozott. A kapcesolat a kovetkezs megfontolasokbol adodik [64]: egy

Riemann-metrika kifejezése a
ds* = Edz? + 2Fdzdy + Gdy? (B.5)

alakot 6lti az (x,y) lokalis koordinatak segitségével. Bevezetve a z = x + iy

komplex koordinatat, a metrika alakja
ds? = \|dz + pdz|? | (B.6)

ahol X\ egy pozitiv valos értékeket felvevs sima fiiggvény, mig p — az ugy-
nevezett Beltrami-koefficiens  egy olyan komplex értéki fiiggvény, melyre

lu| < 1. Izotermikus koordindtdnak nevezziik (a megfeleld lokalis kornyezet-
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ben) a

W _ e Y
5z PG,

Beltrami-egyenlet egy megoldasat, mivel annak w = u + v felbontésa segit-

(B.7)

ségével a metrika
ds® = p (du® + dv?) (B.8)

alakra hozhato lokdlisan, ahol p megint csak egy pozitiv sima fiiggvény. A
w izotermikus koordinatdk Gsszessége egy holomortf atlaszt definial a feliile-
ten, a ds? Riemann-metrika altal indukalt komplex struktirat. Forditva, egy
komplex struktiira lokélis koordinatai mindig megfeleltethetSk egy Riemann-
metrika izotermikus koordinéatainak a (B.8) képlet révén. Belathato, hogy a
fenti megfeleltetés egy-egyértelmd a Riemann-metrikak és a komplex struk-

tarak konform ekvivalencia-osztalyai kozott.

Tz

turdkat (pontosabban az ezeket jellemz6 numerikus paramétereket) nevez-
ziik az adott feliilet modulusainak. Ez azt jelenti amennyiben kompakt
Riemann-feliiletekre korlatozzuk vizsgalédasunkat, amikor a génusz teljes
mértékben meghatarozza a topologiat —, hogy a g génusz minden megen-
gedett értékéhez (vagyis minden nemnegativ egészhez) tartozik egy M, mo-
dulus tér, melynek pontjai az adott génuszi Riemann-feliiletek. A legegysze-
riibb esetben, ha a génusz 0, a modulus tér egy pontbdl all, mivel a gomb-
felilleten minden komplex struktura ekvivalens, vagyis a Riemann-gémb az
egyetlen nulla génusza kompakt Riemann-feliilet. Magasabb génuszok esetén

a modulus tér kontinuum szamossagu.

Amint arra az elnevezés is utal, az My modulus teret nem egyszeriien egy
halmaznak, hanem egy geometriai objektumnak tekintjiik. Ez nem egészen
trivialis, mivel a g = 0 esetet leszAmitva M, nem sokasag: a nemtrivialis
automorfizmusokkal rendelkezd Riemann-feliiletek a modulus tér szingulari-

tasainak felelnek meg. Viszont megmutathatd, hogy g > 0 esetén a modulus



98 FUGGELEK B. RIEMANN-FELULETEK

B.2. dbra. Egy kétdimenzios torusz

tér elgall

My =T,/1, (B.9)

kvocienstérként, ahol 7, egy véges dimenzios, egyszeresen Gsszefiiggd komp-
lex (s6t mi tobb: Kahler-) sokasag, az igynevezett Teichmiiller-tér, és I, egy
végesen prezentalt diszkrét csoport, az tigynevezett leképezési osztdlyok cso-
portja, melynek elemei a Teichmiiller-tér automorfizmusai [60, 64]. A leképe-
zési osztalyok csoportjanak fixpontjai felelnek meg a modulus tér szingulari-
tasainak, vagyis azon g génuszi Riemann-feliileteknek, melyek automorfizmus

csoportja nem trivialis.

A legegyszertibb nemtrivialis eset g = 1, vagyis ha egy kétdimenzios toru-
szon értelmezhets komplex struktiurakat vizsgaljuk (lasd B.2 abra). Ekkor a
7, Teichmiiller-tér azonosithato a H = {r € C|Im7 > 0} komplex fels§ fél-
sikkal, mig a leképezési osztalyok I csoportja az SLy(Z) moduldris csoport-
tal, a 2x2-es, egész elemt és egységnyi determinansi matrixok csoportjaval,
melynek ( ) eleme

ab

cd

ar +b
ct +d

T

(B.10)
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alaka linedris tortfigguényként hat a H fels§ félsikon [1, 60, 64]. ¢ > 1
esetén a 7, Teichmiiller-tér (komplex) dimenzioja 3g — 3, és a leképezési
osztalyok csoportjanak szerkezete, illetve hatasa 7,-n sokkal bonyolultabb. A
Teichmiiller-térnek egy, a permutacios orbifoldok targyalasa szempontjabol
kiilonosen alkalmas paraméterezése, az tigynevezett Fricke-koordinatazas, a

késgbb targyaland6 uniformizacios tétel segitségével lehetséges.

B.2. Fedések és osztalyozasuk

A fedés sz0, sok més szakkifejezéshez hasonloan, tobbféle jelentéssel bir még
a topologian beliil is. A jelen értekezésben fedés alatt a lokédlis homeomorfiz-
musokat értjiik. Ezek szerint az X topologikus térnek egy fedése egy olyan
(Y, ¢) par, ahol Y egy topologikus tér, és ¢ egy olyan sziirjektiv és folyto-
nos ¢ : Y — X leképezés, amely kielégiti az alabbi feltételt: az X minden
pontjanak létezik olyan U kornyezete, melynek ¢! (U) 6sképe el6all olyan
W; C Y diszjunkt nyilt halmazok uni6jaként,

¢—1<U>:Um,

amelyekre megszoritva ¢-t egy ow, : W; — U homeomorfizmust kapunk
[49]. Belathato, hogy amennyiben X ivszertien Osszefiiggs, azaz barmely két
pontja dsszekothet folytonos gorbével, akkor a ¢! (x) halmazok szdmossiga
ugyanaz minden z € X-re: ezt a szamossagot hivjuk a fedés fokanak, mésszo-
val ez a fedés leveleinek a szama. Az X tér a fedés bazisa, Y a fed6tér, mig
¢ a feddleképezés. Lathato, hogy egy véges foku fedés ugy is felfoghato, mint
egy olyan fibralt nyalab, melynek fibruma (a fedés leveleinek halmaza) véges.
A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy az X bazis ivszertien Osszefiiggd.

A fenti definiciot tobb szempontbdl is pontositanunk kell. Egyrészt fel
szoktak tételezni, hogy az Y fedGtér is Gsszefiiggs, sot, ivszertien 0sszefiiggd.

A minket érdekld alkalmazésok szempontjabol fontos szerepet fognak jatszani
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olyan fedések is, amikor Y nem 0Osszefiiggs, de ezek vizsgalata konnyen vissza-
vezethetd az Osszefiiggs fedések vizsgéalatara: valoban, az Y minden egyes (iv-
szertien) Osszefiiggs komponenséhez tartozik az X béazisnak egy osszefliggs
fedése, a teljes fedés ezekbdl rakhato 6ssze. Egy mésik fontos észrevétel, hogy
a fenti definicié a sz6 szoros értelmében csak az igynevezett nemramifikalt fe-
déseket Oleli fel: a ramifikalt, mas elnevezéssel elagazo fedések esetén a fenti
definicio csak egy diszkrét részhalmazon — a ramifikalt (elagazasi) pontok
halmazan — kiviil érvényes.

A fedések egyik alapvets tulajdonsaga, hogy amennyiben adott a fedés
bazisan egy komplex struktira, akkor a fedés egyértelmten indukal egy kom-
plex struktirat a fedGtéren, és a fedGleképezés holomorf lesz erre az indukalt
komplex struktirara nézve. Valoban, a fedGleképezésnek a bazis lokalis ko-
ordinataival vett kompozicidja lokalis koordinatakat szolgaltat a fedGtéren,
amelyek egy holomorf atlaszt alkotnak. Vagyis egy Riemann-feliilet fed&fe-
lillete maga is egy Riemann-feliilet, amely konform ekvivalencia erejéig egy-
értelmten meghatarozott.

Az X Riemann-feliilet ¢1 : Y1 — X és ¢9 : Yo — X fedései ekvivalensek,
amennyiben létezik olyan f : Y; — Y5 biholomorf leképezés, amelyre igaz,
hogy ¢ 0 f = ¢1. A tovabbiakban altalaban nem fogunk kiilonbséget tenni
ekvivalens fedések kozott. Egy ¢ : Y — X fedés automorfizmusai az Y
fedsfeliilet azon f € Aut(Y') automorfizmusai, amelyekre ¢ o f = ¢, ezek
alkotjék a fedés

Aut(¢) = {f € Aut(Y) [¢o f = ¢} (B.11)

automorfizmus-csoportjat.

A fedések egy masik fontos tulajdonsaga, hogy a bazis tetszéleges folyto-
nos gorbéje felemelhetd a fedofeliiletre [49]. Ez alatt a kovetkezot kell érteni:
amennyiben adott egy « : [0,1] — X folytonos gorbe a fedés bazisan, mely-
nek két végpontja P = a(0) és @ = a (1), akkor tetsz6leges, az a gorbe P
kezdGpontja felett taldlhato p € ¢~* (P) pont esetén létezik egy & : [0,1] — Y
folytonos gorbe, amelyre igaz, hogy & (0) = p és ¢ o @ = «a. Vilagos, hogy
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B.3. abra. Az dbra a gorbék felemelését szemlélteti egy véges leveli korlatlan
fedés esetében. A fedés bazisanak egy a zart gorbéjét felemelve egy olyan &
gorbét kapunk, amely altalaban mar nem zart, ugyanis két végpontja mas-
mas levélen helyezkedhet el (bar e végpontok a béazis egyazon pontja felett
talalhatok). Viszont a kezdd- és a végpont relativ helyzete — vagyis melyik
levélen taldlhat6o a végpont annak fiiggvényében, hogy melyik levélen van a
kezdGpont mar egyértelmiien meghatarozott, ezt jellemzi a fedés monodro-
miaja.

az & felemelt gorbe & (1) végpontja az « gorbe @ = a/(1) végpontja felett
helyezkedik el:

a(l) e (Q) .

Mi tébb, az & (1) végpont nem véltozik ha az a gorbét ugy deforméljuk
folytonosan, hogy végpontjait rogzitjiik.

Tekintsiink most egy « : [0,1] — X zart gorbét, melynek végpontjai
megegyeznek: o (0) = a (1) = P. Legyen ¢~ (P) = {p1,...,pn} a P feletti
pontok halmaza (a fedés minden levelén talalhato egy pont P felett). A fen-
tiek szerint minden 1 < i < n esetén létezik olyan &; : [0,1] — Y felemelése

a-nak, amelyre &; (0) = p;. Viszont semmi sem garantalja, hogy az &; feleme-
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lések maguk is zart gorbék legyenek: altaldban nem is azok. Ez azt jelenti,
hogy béar &, (1) € ¢~ (P), azaz &, (1) = p; valamely 1 < j < n-re, de altala-
ban j # i. Visszaemlékezve, hogy az ¢ indexek a fedés leveleit kiilonboztetik
meg, latjuk, hogy minden « zart gérbéhez tartozik a fedés levelei halmazanak
egy dnmagara torténs ¢ (a) @ {1,...,n} — {1,...,n} leképezése, aminek
bijektivitasa konnyen beldthato, vagyis egy permutacidja a levelek halmaza-
nak. Mivel az o gorbének a P kezd6pontot fixen hagyo folytonos deformacioi

nem befolyasoljék az &; felemelés végpontjat, ezért valojaban egy
¢o* 7 (X, P) — S, (B.12)

leképezést kapunk a bazis m; (X, P) fundamentalis csoportjabol a levelek per-
mutacidinak 5, csoportjaba. Egyszertien ellenérizhets, hogy ez a leképezés

egy homomorfizmus, vagyis mitvelettarto:

o7 (af) = ¢ (o) 67 (B)

barmely «, 5 € m (X, P) parra. Mivel egy szimmetrikus csoportba képezd
homomorfizmus nem mas mint egy permutéicios hatas, ezért meggondola-
saink eredményét tgy is megfogalmazhatjuk, hogy minden fedéshez hozza-
rendelhets a bazis fundamentalis csoportjanak egy ¢ permutacios hatasa
a fedés leveleinek halmazan. Ezt a permutacios hatast nevezziik a ¢ fedés
monodromia-hatdsdinak, és a képét (amely egy permutacidcsoport) a fedés
monodrdmia-csoportjanak. Vegyiik észre, hogy bar a ¢# definicioja fiigg a P
bazispont valasztasatol, egy méasik bazispont esetén egy ekvivalens permuté-
cios hatast kapunk (mivel a bézis ivszertien Gsszefiiggd), azaz a monodromia-

hatas ekvivalencia-osztalya egyértelmiien meghatarozott.

Mint lattuk, Riemann-feliiletek tetszéleges ¢ fedéséhez hozzarendelhetd
annak ¢* monodréomia-hatdsa, amely (ekvivalencia erejéig) egyértelmiien
meghatarozott. Feltehets a forditott iranyt kérdés: ha adott egy X Riemann-

feliilet, és az X fundamentalis csoportjanak egy permutécios hatéasa, létezik-e
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az X-nek olyan fedése, amelynek monodrémia-hatisa megegyezik a megadott
permutacios hatassal. A valasz a kérdésre igenld: azt a specidlis esetet, ami-
kor a bazist a CP' Riemann-gombbdl véges sok pont elhagyasaval kapjuk,
szokas Riemann-féle egzisztenciatételnek nevezni. Az el6zGek alapjan nem
csak a fedést, de a feddfeliilet komplex strukturajat is egyértelmiien meg-
hatarozza a monodrémia-hatas. Ezaltal megoldott a Riemann-feliiletek fe-
déseinek osztalyozasa: adott fokszamu fedések egy-egyértelmii kapcsolatban
allnak a bazis fundamentélis csoportjanak megfelel§ foki permutécios haté-
sainak ekvivalencia-osztalyaival.

Ki kell emelniink, hogy a fent kifejtett elgondolasok abban az esetben is
érvényesek, ha az Y feddfeliilet nem (ivszertien) Osszefiiggs. Valoban, meg-
gondolasaink soran sehol sem tételeztiik fel Y OsszefiiggGségét. Konnyii be-
latni, hogy a feddéfeliilet 6sszefliggGsége esetén a monodromia-hatas tranzitiv,
mert Y barmely két pontja 6sszekothets folytonos gorbével. Amennyiben a
monodromia-hatés nem tranzitiv, akkor egy-egyértelmii kapcsolat van a ha-
tas palyai (vagy ami ugyanaz, a tranzitiv Osszetevéi) és a feddfeliilet Gssze-
fiiggd komponensei kézott.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy (Y, ¢) az X Riemann-feliilet egy Gssze-
fiiged fedése, azaz Y ivszertien Osszefiiggs. Felmeriil a kérdés, hogyan haté-
rozhat6 meg a ¢* monodrémia-hatés és a bazis m (X) fundamentélis cso-
portjanak ismeretében a fedgfeliilet m; (Y) fundamentalis csoportja. A vélasz
egyszerti: a feddfeliilet GsszefiiggGsége miatt a monodromia-hatas tranzitiv,

és az egyetlen palya barmely ¢ pontjanak
Si={aem(X)|¢" (a)i=1i} (B.13)

stabilizatora izomorf a feddfeliilet m (V') fundamentalis csoportjavall. Mi-
vel egy palya (barmely pontja) stabilizatoranak indexe megegyezik a palya

hosszaval, ezért egy n leveld osszefliggs fedés esetén w1 (V) a m (X)-nek egy n

'Mindegy, hogy melyik i pontot valasztjuk, mivel a kiilonbz6 pontok stabilizatorai
egymés konjugéltjai, ezért izomorfak egymassal.
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indext részcsoportja. De a csoportelméletbdl ismert, hogy a g génuszi kom-
pakt feliilet II, fundamentalis csoportjanak minden n indext részcsoportja
izomorf IT,,,_1)41-vel, vagyis ha az X bézis g génusz kompakt feliilet, akkor

az Y feddfeliilet szintén kompakt, és indexe n (g — 1) + 1.

B.3. Az uniformizacios tétel

A Riemann-feliiletek elméletének egyik legfontosabb eredménye az uniformi-
zdcios tétel |22, 47, 49, 59|. E tétel szerint barmely Riemann-feliilet elgall

e (B.14)

kvocienstérként, ahol X egy egyszeresen Osszefiiggé Riemann-feliilet, és G a
Y automorfizmusainak egy diszkrét részcsoportja, amelyre teljesiil az alabbi
két feltétel:

Diszkontinuitas: ¥ minden K kompakt részhalmazara K N g(K) = 0,
legfeljebb véges sok g € G csoportelem kivételével,

Fixpontmentesség: > minden pontjanak van olyan U koérnyezete, melyre
UNg(U) =0 minden olyan g € G csoportelemre, amelyik kiilonhozik
a G egységelemétol.

Egy adott Riemann-feliilet ¥/G alaku elGallitasaban szerepls ¥ egyszeresen
osszefiiggs Riemann-feliiletet a X/G univerzdlis feddfeliiletének?, mig a G
csoportot a 3 /G felillet uniformizdlé csoportjanak szokas nevezni. Egysze-
riien belathato, hogy az uniformizalo csoport izomort az uniformizalt feliilet

fundamentalis csoportjaval:

m(8/G) =G . (B.15)

2Megjegyezziik, hogy néhany trivialis esettdl eltekintve ennek a fedésnek altaldban vég-
telen sok levele van.
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Meg kell jegyezni, hogy a ¥ /G elallitas nem teljesen egyértelmi: bar a
Y univerzalis fedéfeliilet egyértelmiien meghatarozott (konform ekvivalencia
erejéig), amennyiben a Gy és G5 uniformizalé csoportok egymas konjugaltjai
Aut(X)-ban, akkor a X /G és X /Gy feliiletek ekvivalensek. Vagyis nem maga
az uniformizalo csoport, hanem csak annak Aut(X)-beli konjugélt osztéalya
van egyértelmtien meghatarozva.

Az uniformizéacios tétel valodi jelentGségét az adja, hogy Riemann hires
leképezési tétele kovetkezményeként ismert az Osszes egyszeresen Osszefiiggs
Riemann-feliilet (és azok automorfizmus-csoportjai). A tétel szerint mind-
Ossze harom inekvivalens egyszeresen Osszefiiggs Riemann-feliilet 1étezik, ezek

rendre:

1. a CP' = C U {oc} Riemann-gémb;
2. a C komplex szamsik;

3. aH={zeC|Imz > 0} komplex fels¢ félsik.

A Riemann-gémb automorfizmusai a

az+b
cz+d

Z

(B.16)

alaki linearis tortfiiggvények (Mdabius-transzformdaciok), ahol a, b, c és d tet-

sz6leges komplex szamok, amelyekre ad — bc = 1, amibdl kévetkezik
Aut(CP') = PSL, (C) . (B.17)

Mivel Aut(CIPl)—nek nincs olyan nemtrivialis részcsoportja, amely eleget
tenne az uniformizal6é csoportokra vonatkozo (B.3) és (B.3) feltételeknek,
ezért azonnal adodik, hogy az egyetlen Riemann-feliilet, melynek univerzalis
fedéfeliilete a Riemann-gémb, maga a Riemann-gomb, vagyis a 0 génuszi

modulus tér egy pontbdl all.
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A C komplex szamsik automorfizmusai
zr—az+b (B.18)

alakil affin leképezések, ahol a € C* és b € C. Ebben az esetben az Aut(C)
egy olyan részcsoportja, amely diszkontinuus és fixpontmentes, vagy trivialis,
vagy végtelen ciklikus (egy z — z+a transzlacio altal generalt), vagy izomorf
7, @ Z-vel, amikor is két, z — 2z 4+ a és z — z + b transzlacié generalja, ahol
a és b hanyadosa nem valds szdm. Ennek megfelelGen egy olyan Riemann-
feliilet, melynek univerzalis fedéfeliilete a C komplex szamsik, vagy maga a

C szamsik, vagy a C* = C\ {0} pontozott szamsik, vagy egy komplex torusz.

A H felss félsik automorfizmusai azon

az+b
cz+d

Z

linearis tortfiiggvények, melyek egyiitthatoi valosak, vagyis a, b, c,d € R, és

teljesiil ad — bc = 1, amibdl azonnal adodik, hogy

Aut(H) 2 PSL, (R) . (B.19)

Aut(H) diszkontinuus és fixpontmentes részcsoportjait szokas Fuchs-féle
csoportoknak nevezni: ezek adjak ki a Riemann-feliiletek uniformizal6 cso-
portjainak dont6 tobbségét, tekintve, hogy a korabban felsorolt néhany eset-

t6] eltekintve minden Riemann-feliilet univerzalis fedéfeliilete a H felsd félsik.

Az uniformizacios tétel ismeretében most mar targyalhatjuk a Teichmiiller-
tér korabban megemlitett Fricke-koordindtdzdsdat [60, 64]. Adott g génuszu
felilletek az uniformizacios tétel szerint ¥ /G alakuak, ahol egyértelmiien meg-
hatarozott mind a ¥ univerzalis feddfeliilet (konform ekvivalencia erejéig),
mind a G uniformizal6 csoport (izomorfizmus erejéig, hiszen izomorf a 1,
fundamentalis csoporttal). Az uniformizalo csoport részcsoportja Aut(X)-

nak, igy elGallithato egy 7 : 11, — Aut(X) injektiv homomorfizmus képe-
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ként: 7(Il,) = G. A 7 homomorfizmusok adjak a Teichmiiller-tér Fricke-
koordinatait, pontosabban ezek konjugélt osztalyai, hiszen konjugalt unifor-
mizalo csoportok konform ekvivalens feliileteket uniformizalnak. A 7 Fricke-
koordinatat egy o € Aut(X) automorfizmussal komponélva ugyanazon felii-
letet uniformizalé csoportot kapunk: mivel a belsé automorfizmusok hatasa
nyilvanvaléan trivialis, ezért azonnal adoédik, hogy a leképezési osztalyok a
fundamentalis csoport kiils6 automorfizmusainak felelnek meg, és hatasuk a
Fricke-koordinatakon egyszerii kompozicio.

A g = 0 eset trivialis, hiszen M, egy pontbol all az el6zGek szerint. A
g = 1 esetben az univerzilis fedéfeliilet C, és az uniformizalo csoportot két
kommutal6 transzlacio generélja: konjugalassal mindig elérhets, hogy e két
generator a z — 2z + 1 és a z — z + 7 transzlaciok legyenek, ahol 7 € H
nem mas, mint az uniformizalt torusz modularis paramétere, és e megfelel-
tetés definialja ez esetben a Fricke-koordinatat (amit magéaval a 7 komplex
szammal azonosithatunk). A Z @ Z (irdnyitastart6) kiils¢ automorfizmusai
jellemezhetdk <Z 2) € SLy(Z) méatrixok segitségével, ezért ezek felelnek meg

a leképezési osztalyoknak, és hatasuk a 7 Fricke-koordinatan

ar +b
et +d

T =

Vagyis ebben az esetben a Fricke-koordindta a 7 modularis paraméter, a
Teichmiiller-tér a H komplex felsg félsik, és a leképezési osztalyok csoportja
az SLo(Z) modularis csoport. g > 1 esetben az uniformizalé csoport az
Aut(H)-nak egy II,-vel izomorf részcsoportja, amit a 7 : II, — Aut(H)
Fricke-koordinata ir le, de a numerikus paraméterezés nem olyan nyilvanvalo
mint a g = 1 esetben: egy lehetséges (redundéans) paraméterezés a kanonikus
generatorok képeinek méatrixelemeit hasznalja.

A Fricke-koordinatazas igazi el6nye, hogy segitségével konnyen targyal-
hato a fedések kérdése |10]. Mint azt a B.2 Fiiggelékben lattuk, minden
fedést jellemez a monodromia-hatasa, és a fedés Osszefiiggé komponensei a

monodromia-hatas palydinak felelnek meg. Egy adott dsszefiiggé komponens
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fundamentalis csoportja izomorf a megfelel§ palya stabilizatoraval: valojaban
a stabilizator, mint a fedés bazisat uniformizal6 csoport részcsoportja, nem
més, mint az adott dsszefiiggé komponens uniformizalé csoportja. Mésszoval,
amennyiben a fedés bazisanak Fricke-koordinataja 7, és a vizsgalt Osszefiiggd
komponenshez tartozo ¢ palya stabilizatora G¢, akkor ezen Osszefiiggd kom-

ponens 7¢ Fricke-koordinatdja a 7 homomorfizmus megszoritisa G¢-re:

Te = ’7'|G5 . (B20)



C. Fuggelék

Véges csoportok duplai:
strukttara, abrazolasok és
karakterek

A jelen fiiggelékben osszefoglaljuk a véges csoportok duplainak azon tulaj-
donsagait, melyek nélkiilozhetetlenek az értekezés egyes részeinek megérté-
séhez. Reészletesebb ismertetésiik hozzaférhetd magyar nyelven is a szerzG
kandidatusi értekezésében [73].

Legyen G egy véges csoport, és tekintsiik azt a DG egységelemes asszocia-
tiv algebrat a komplex szamtest felett, amelyet olyan, P (x)-szel és @ (z)-szel
jelolt, és a G csoport elemeivel indexelt elemek generalnak, amelyek minden

x,y € G-re eleget tesznek a

P (x) P(y) = 02y P (2) (C.1)
d Px)=1 (C.2)
zeG

Q) Q(y) = Q (zy) (C.3)

P(r)Q(y) = Q (y) P (") (C.4)
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definialo relacioknak: utobbiak szokasos elnevezése rendre ortogonalitds, tel-
jesség, mivelettartas és ekvivariancia.
Belathato, hogy az igy definialt DG algebra, amit a G' csoport dupldjinak

szokés nevezni [38, 3, 4], véges dimenzios:
dim DG = |G|, (C.5)

ugyanis az algebranak (mint komplex linearis térnek) egy bazisat alkotjak a

P (z) Q (y) alaki elemek, ahol = és y végig fut a G csoport Gsszes elemparjan.

C.1. Abrazolaselmélet

A DG egy abrazolasa a V' linearis téren nem mas, mint egy DG — End(V)
algebra-homomorfizmus. Ez annyit jelent, hogy egy abrazolds minden egyes
r € G elemhez két linearis operatort rendel hozza, amelyeket tovabbra is
P (x)-szel és @Q (x)-szel jeloliink, és amelyek kielégitik a DG csoportdupla
fent felsorolt (C.1-C.4) definialo relacioit. Ez tobbek kozt azt jelenti, hogy
(az ortogonalitas kovetkezményeként) a P (x) operatorok egymasra ortogo-
nalis projektorok, amelyek V, = P (x) V képei kifeszitik a V' linearis teret (a
teljesség miatt), mas szoval egy egységfelbontast alkotnak. Ezzel szemben
a @ (x) operatorok abrazoljak a G csoportot a V' linearis téren (a mivelet-
tartas folyoméanyaként), és a (C.4) ekvivariancia-feltétel a két fajta operator

hatasat kapcsolja Gssze:

Q (v) Vy = Viya—r

minden z,y € G-re. Osszefoglalva az elmondottakat, a DG egy abrazolasa
tgy tekinthetd, mint egy A = (Va, P4, Q4) harmas, ahol V egy linearis teér,
mig Py : G — End(Vy4) és Q4 : G — GL (Vy4) két olyan leképezés, amely
eleget tesz a (C.1-C.4) relacioknak.

A kapcsolat az orbifold modellekkel tobbé-kevésbé nyilvanvalo. Valoban,
egy orbifold modell H Hilbert-tere felbomlik az egyes H, twistelt szektorok
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direkt Osszegére, H = @®H,, amely twistelt szektorokat a G twist-csoport
x € G elemei indexelik: a P (x) operatorok nem masok, mint a H — H,, pro-
jekciok, amelyek nyilvan egy egységfelbontast alkotnak. Masrészt a G twist-
csoport abrazolodik a ‘H Hilbert-téren, ezt az abrazolast irjak le a @ (z) ope-
ratorok, és az x € G elemet abrazol6 operator a H, twistelt szektort a H,,,—
twistelt szektorba képezi, ami nem méas, mint a (C.4) ekvivariancia-feltétel.
Toémoren megfogalmazva, egy G twist-csoporti orbifold modell Hilbert-tere

a DG csoportdupla egy dbrazolasat hordozza.

A csoportduplak abrazolaselmélete sok szempontbhol hasonlit a csoportok
jol ismert abrazolaselméletére. Példaul, amennyiben adott a DG csoport-
duplanak két, A = (V4, P4,Qa) és B = (Vp, Pp,Qp) abrazolasa, akkor e
két abrazolas A ® B = (Vaep, Pasp, Qasp) direkt Osszege nem mas, mint a
DG-nek azon Vagp = V4 @ Vp feletti dbrazolasa, melyben az dbrazolasi ope-
ratorok rendre Pagp (z) = Pa(x) ® P (x) és Qaap () = Qa () ® Qp (2).
Konnyen belathato, hogy a direkt Osszeg egy kommutativ és asszociativ mii-

velet a DG abrazolasainak ekvivalencia-osztalyain.

A DG egy abréazolasa reducibilis, amennyiben létezik nemtrivialis invari-
ans altere, vagyis az abrazolasi térnek olyan altere, amelyet az osszes P (x) és
@ (z) operator 6nmagara képez. Egy abrazolas irreducibilis, amennyiben nem
reducibilis. Belathato, hogy véges G csoport esetén a DG csoportduplanak
csak véges sok inekvivalens irreducibilis Abrazolasa van, és érvényes Maschke
hires tételének analogonja, miszerint minden abrazolas felbomlik (sorrendtdl
eltekintve egyértelmten) irreducibilis dbrézolasok direkt Gsszegére. Mas sz6-
val, az irreducibilis 4brazolasok ismeretében teljes mértékben ellendrzésiink

alatt all a DG abrazolaselmélete.

A direkt Osszeg mellett létezik egy méasik abrazolasokra értelmezett mii-
velet, amely fontos szerepet tolt be a csoportok abrazolaselméletében: ez a
tenzorszorzat. A tenzorszorzat fizikai szempontbol is alapvetd szerepet jat-
szik, hiszen egy Osszetett objektum Hilbert-terén a szimmetriacsoportnak az

egyes Osszetevok Hilbert-terein megvaldsuld dbrazolasainak tenzorszorzata
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lép fel, mas szoval a tenzorszorzat a szimmetridk és a hozzajuk kapcsolodo
létezik egy fizikailag motivalt tenzorszorzat fogalom: ha A = (Vy, P4, Q4) és
B = (Vg, Pg,Qp) a DG-nek két, a V, és Vg linearis terek feletti abrazolasa,
akkor ezek A ® B tenzorszorzata az a Vagp = Vi ® Vg feletti dbrazolas, ahol

az abrazolasi operatorok rendre

Pagp (z) = Z Py (2) ® Pg (27 'x) (C.6)
zeG
Qags (1) = Qa(r) @ Qp (z) . (C.7)

Belathato, hogy a fenti tenzorszorzat fogalom egy asszociativ és kommu-
tativ miiveletet definidl az dbrézolasok ekvivalencia-osztalyain, melynek egy-
ségeleme az egységabréizolas, vagyis azon egydimenzios abrazoldsa DG-nek,
melyben P (z) = §,1 ¢és Q () = 1 (ami nyilvan irreducibilis, mint minden
egydimenzios dbrazolas). Viszont a csoportabrazolasok esetétdl eltérGen
a tenzorszorzat kommutativitdsa nem egészen trividlis: mig csoportabrazo-
lasok esetén a két kiilonb6z6 sorrendben vett tenzorszorzat ekvivalencidjat

biztosito

RIVA®VB — VB®VA
a®b — b®a

operator alakja univerzalis, azaz fiiggetlen a tenzorszorzatban felléps abra-
zolasoktol, addig csoportduplak abrazolasai esetén az ekvivalenciat biztosito

ugynevezett braiding-operdtor alakja [38, 3|

Rap:Va®@Vp — Vp®Vy
a®b = > Qp(x)b®Pa(x)a, (C.8)

zeG
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ami nyilvanvaléan fiigg minkét fellépd abrazolastol. Egy méasik alapvetd kii-
lonbség, hogy mig R egy involuci6, azaz a négyzete az egységoperator, ad-
dig ez altalaban nem teljesiil R4p-re. Ennek a ténynek fizikai szempont-
bol messzemend kovetkezményei vannak: mig csoportabrazolasok tobbszoros
tenzorszorzatain a megfelel6 szimmetrikus csoport hat, és ezért az ezeket re-
alizalo fizikai elméletek gerjesztései permutécios statisztikiknak (altalaban
Bose-Einstein vagy Fermi-Dirac) tesznek eleget, a csoportduplak abrazolasai
esetében a szimmetrikus csoport szerepét az tigynevezett fonatcsoport veszi
at, és ezért az ezen dbrazolasoknak megfelel§ gerjesztések altalanositott, agy-
nevezett fonat-statisztikiknak tesznek eleget (anyonok és altalanositéasaik).

A csoportabrazolasok esetéhez hasonléan értelmezhetjiik a fuzids sza-
bdlyok fogalmét: az N fhzios egyiitthat azt mondja meg, hogy mekkora
multiplicitassal fordul el6 az r irreducibilis dbrazolas a p és ¢ irreducibili-
sek tenzorszorzataban. Szinttgy értelmezhetd a konjugalt — mas elnevezéssel
kontragrediens — &brézolas fogalma is, amit az jellemez (irreduciblis abra-
zolasok esetében), hogy két irreduciblis tenzorszorzata akkor és csak akkor
tartalmazza az egységabrazolast, ha a két irreduciblis egymas konjugaltja.
Fizikai szempontbol a kontragrediens dbrazolas a toltéskonjugalt terek szim-
metriajat irja le.

Mivel a tenzorszorzat kommutativ, ezért értelmes egy A abréazolas 6nma-
gaval vett A ® A tenzorszorzatat felbontani egy V?A szimmetrikus, és egy

A?A antiszimmetrikus részre,
AR A=V2A® NA,

bar ez a felbontas messze nem trivialis annak folyoméanyaként, hogy a braiding-
operator nem involutiv. Eme szimmetrizaldsok segitségével értelmezhets cso-
portduplék irreduciblis abrazolasaira a Frobenius—Schur-indikdtorok klasszi-
kus fogalménak analogonja: egy irreduciblis abrazolads Frobenius—Schur-in-
dikatora 41, ha szimmetrizalt négyzete tartalmazza az egységabrazolast;—1,

ha az antiszimmetrizalt négyzet tartalmazza azt; végiil az indikator értéke 0,
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ha se a szimmetrizalt, se az antiszimmetrizalt négyzet nem tartalmazza az
egységabrazolast, més szoval ha az 4brazolas nem ekvivalens a konjugaltjaval.
A fenti definicié érdekessége, hogy ennek analogiajara sikeriilt a Frobenius
Schur-indikatorok fogalmét altalanositani tetsz6leges konform térelméletekre
|7].

A csoportabrazolasok esetéhez hasonldan, csoportduplékra is értelmez-
het6 a projektiv dabrdzolds fogalma. FEnnek részletei megtaldlhatoak az iro-
dalomban: itt nem ismertetjiik, mivel a permutéciés orbifoldok elméletében
ezek nem jatszanak szerepet. Alapvets kiilonbség a két eset kozott, hogy mig
a projektiv csoportabrazolasokat a G csoportnak egy 2-kociklusa (pontosab-
ban ennek kohomologia-osztalya) irja le, csoportduplak esetén egy 3-kociklus!
lép ennek a helyére [38, 3, 4|. Ez végss soron arra vezethetd vissza, hogy a
csoportduplak abrazolasai egy tn. kétdimenzids csoport dbrazolasainak fe-

lelnek meg.

C.2. Csoportduplak karakterei

A csoportok és csoportduplak abrazolaselmélete kozotti analogia egyik sa-
rokkove, hogy az dbrdzoldsi karakter fogalma altalanosithato csoportduplék
abrazoléasaira |4]|. Az abrazolasi karakter fogalmanak a jelentGsége a csopor-
tok abrazolaselméletében kozismert: a karakterek egyszert, egyértelmd nu-
merikus jellemzését szolgaltatjak az abrazolasok ekvivalencia-osztalyainak, és
felhasznalva az irreducibilis karakterekre vonatkozd ortogonalitasi relaciokat,
az abrazolasi karakter ismeretében egyszerd valasz adhato a legalapvet&bb
abrazolaselméleti kérdésekre, példaul konnyen meghatarozhato az adott ka-

T stz

az irreducibilisek fuzios szabalyai, vagy az elagazasi szabalyok [65, 77].

'A G csoport egy 3-kociklusa olyan ¢ : G3 — C* leképezés, amely eleget tesz a

¢ (I17$27x3) d) ($1,$2I3,$4) d) (I27$37$4) = d) (Il‘IQa z3, I4) (b (Ila T2, I3I4)

kociklus-egyenletnek barmely x1,...,z4 € G esetén.
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A DG csoportdupla V4 lineéris tér feletti A = (Va, Pa, Q 4) dbréazolasanak

14 karaktere definicio szerint a Py (z) Q4 (y) operator nyoma:

ba (,y) = Tr (Pa(2) Qa(y)) - (C.9)

Mint a definiciobol kittinik, a szokasos csoportkarakterekkel ellentétben a
dupla abréazolasi karakterei nem egyes csoportelemekhez rendelnek egy kom-
plex szamot, hanem csoportelemek rendezett parjaihoz, azaz a dupla egy
karaktere egy G x G — C fiiggvény. Belathato, hogy a karakterek egyértel-
miien jellemzik a csoportduplak abrazolasait, vagyis két abrazolas akkor és
csak akkor ekvivalens, ha karaktereik megegyeznek. Masik alapvets tulajdon-
saguk, amely konnyen kovetkezik a definiciobol, hogy a karakterek additivak,
vagyis egy direkt Osszeg karaktere az egyes Osszeadandok karaktereinek az
osszege:

Vasp (2,y) = Ya(z,y) + V5 (z,y) . (C.10)

Az A® B tenzorszorzat karakterének kifejezése valamivel bonyolultabb alakot
olt:
1/}A®B (flf,y) = ZwA (Z,y) wB (Z_lfl,’,y) ) (Cll)

2€G
amint az konnyen levezethetd a definiciobol.

Mint lattuk, a DG csoportdupla egy karaktere egy v : G x G — C
fiiggvény, de nem akarmilyen (ahogy egy x : G — C csoportkarakter sem
tetszbleges komplex értékd fiiggvény a csoporton, hanem osztalyfiiggvény,
azaz konjugalt csoportelemekhez ugyanazt az értéket rendeli): ugyanis egy

abrazolasi karakter eleget tesz a

L. ¢ (z,y) = 0 ha xy # y;
2. Y (2%,y%) = ¢ (2, y)

feltételeknek minden z,y, z, € G-re. A csoportkarakterekkel fennallo analo-

gia alapjan szokas a fenti két feltételt kielégits ¢ : G x G — C fiiggvényeket
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(dupla) osztdlyfiiggvényeknek nevezni. Az &dbrazolasi karakterek osztalyfiigg-
vény volta egyszeriien kovetkezik a nyom ciklikus voltabol és az abrazolasi

operatorok alaptulajdonsiagaibol. Valoban,

Tr (P(x)Q(y) = Tr(P(x)P(z)Q(y) =Tr (P(r)Q(y) P(r))
= Tr (P(2) P (yay™") Q(y)) = Opyay—Tr (P (2) Q (v))

ahol az els6 lépésben P (x) projektor voltat hasznaltuk ki, a méasodik 1é-
pésben a nyom ciklicitasat, a harmadikban az ekvivariancia-feltételt, mig a

negyedikben a projektorok ortogonalitasat. Hasonl6 modon

Tr (P(z*)Q () = Tr (Q(2) ' P(2) Q1) Q(2))

Megjegyezziik, hogy abrazolasi karakterekre az

¥ (z,y7") =9 (2,y) (C.12)

Osszefiiggés is igaz, ahol szokas szerint feliilvonassal jeloltiik a komplex kon-
jugalast, de ez a tulajdonsdg nem tartozik az osztalyfiiggvények altaldnos
jellemz6i kozé.

Egy G véges csoport DG duplajanak osztalyfiiggvényei egy véges dimen-
zi6s linearis teret alkotnak, melynek egy bazisat alkotjak az irreducibilis 4b-
razolasok karakterei. Valdjaban ennél sokkal tobbrél van sz6, ugyanis az ir-
reducibilis karakterek egy ortonormélt bazist alkotnak az osztalyfiiggvények

terében a

(W1, 1h2) = tell Z U1 (@,y)s (2, y) (C.13)

z,yeG

1
skalarszorzatra nézve. Az irreducibilis karakterek ortonormaltsiga, azaz

é S U (5 00 (3,9) = Oy - (C.14)
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ahol Irr (DG) = {41, ...} jeloli DG inekvivalens irreducibilis abrazolasainak
karaktereit, specidlis kovetkezménye egy sokkal altalanosabb, az irreduciblis

karakterekre vonatkozo ugynevezett altalanositott ortogonalitdasi reldcionak:

|G‘prxzwq(xz y) dp W, (C.15)

z€G
ahol d, = > .y (z,1) nem mas, mint a megfelel§ irreducibilis abrazolas
dimenzi6ja?’.
A csoportkarakterek esetéhez hasonloan, csoportduplak karaktereire is

léteznek tigynevezett mdsodik ortogonalitdsi reldaciok, melyek alakja

Z wp (xhyl) wp 332,2/2 Zéx2,x1 Yy s (016)

pelrr(DG) zeG

és amelyek fontos szerepet jatszanak a csoportdupla abrazolasok modularis
tulajdonsagainak analizisében.

Az irreducibilis karakterek ortonormaltsaga segitségével egyszerii megol-
das adhatoé  a csoportabrazolasok esetével analog modon az abrazolasel-
mélet alapprobléméjéra' hogyan hatarozzuk meg egy adott dbrazolas irredu-
ha ¢ jeloli a Vlzsgalt abrazolas karakterét, melynek irreducibilis dekompoz1—
cidjaban n, multiplicitassal fordul el6 a p irreducibilis, akkor a karakterek

additivitasa miatt fennall, hogy

¥ (z,y) = Z nptp (2,9) -

p€lrr(DG)

Ebbdl azonnal adodik a (C.14) ortogonalitési relacio felhasznalasaval, hogy

Z Uy @) (2,y) | (C.17)

z,yeG

#Valoban, Y-, Tr (P (z)Q (1)) = Tr (idy) = dim V.
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ami konnyen szamolhat6 az irreducibilis karakterek ismeretében.
A multiplicitasokra vonatkozo fenti (C.17) eredmény, és a tenzorszorzat
karakterére vonatkozd (C.11) képlet alapjan egyszerti, zart kifejezés adhato

a flzios egyiitthatokra:

Npg = .. D (@ 2) vy (y,2) Ur (wy, 2) (C.18)

|G‘ z,y,2,EG

Egy irreducibilis DG &brazolas Frobenius—Schur-indikdtoranak kifejezése

az abrazolasi karakter segitségével mér valamivel bonyolultabb:

Z 5:cy,y:c*1wp (Iay2> ) (019)

z,yeG

Vp:

S
|Gl

amit az R, braiding-operator spektralis felbontasa révén lehet belatni. Meg-

jegyezziik, hogy érvényes az

1
G 2 devan it (8,72) = 0 (2,2) (C.20)

z,yeG P
Osszefiiggés, aminek a Frobenius Schur-indikadtorok és a Klein-palack ampli-
tudo kapcesolatanak vizsgalatdban van jelentGsége.
Végezetiil emlitsiik meg a csoportduplak talan legfontosabb tulajdonsa-
gat: a hozzajuk rendelhet6 modularis adatok létezését [38, 4, 33|. A fen-

tebb targyalt tulajdonsagok, elsGsorban az ortogonalitési relaciok segitségeé-

vel megmutathato, hogy a

Ty =17 30 T @t (.29 (C21)
z,yeG
és .
Spq = @ Z wp (.Z’, y)wq (y7 .CL’) (022)
z,yeG

kifejezésekkel értelmezett S és T métrixok eleget tesznek a modularis ada-
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tokra vonatkozo feltételeknek (lasd 5.2 alfejezet). Ez nem véletlen, a holomorf
orbifoldok elmélete szerint ezek éppen a G twist-csoporti holomorf orbifol-
dok modularis adatait szolgaltatjak®. Valojaban ennél sokkal tobbrél van szo:
a csoportdupla abrazolasai egy modularis tenzorkategoriat alkotnak, amely
megegyezik a megfelelé holomorf orbifold modellre jellemz6 tenzorkategoria-

val.

3Bgészen pontosan ez csak akkor igaz, ha a twist-csoport nem projektiven dbrazolodik a
Hilbert-téren: projektiv abrazolasok esetén bizonyos moédositasok sziikségesek, és twistelt
csoportduplék dbrazolasait kell tekinteni.
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