1 ALAPFOGALMAK

Vektoranalizis

1. Alapfogalmak

Skalar: egyetlen szamadattal (+ mértékegység) jellemezhet§ mennyiség.

Azonos dimenzi6ju skalar mennyiségek - mértékegység-konverzié utan -
osszehasonlithatoak és Osszeadhatéak egymassal, valamint kivonhatok
egymasbol; tetszbleges dimenzioja skalarokat szorozhatunk és osztha-

tunk egymassal (ha az oszt6 nem zérus).
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Vektor: olyan mennyiség, amelyet egy nagysig és egy irany jellemez

(vektor hossza = nagysaganak abszolut értéke).
Zérus-vektor (0): zérus hossza (és hatarozatlan iranya) vektor.

Parallelogramma-szabaly: a és b vektorok &+ b Osszege és a— b kiilénb-

sége az altaluk kifeszitett parallelogramma két atloja.
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a skalar és a vektor aa szorzata: a-val parhuzamos iranyd vektor, mely-
nek nagysiga megegyezik a-nak és a nagysaganak szorzataval (egy irany-
ba mutat a-val ha >0, egyébként ellentétes irany1).

Miiveleti szabalyok:

g+ (b+¢) =(@+b)+¢ asszociativités

i+b=b+a kommutativitas

a(&+b) = ad+ ab disztributivités
0 =0
a+0=a
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Skalarszorzat: ~ .
a-b = |al|b|cosf

ahol 0 az & és b iranya altal bezart szog.

szimmetria

linearitas

al

pozitivitas
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Vektorialis (kereszt-)szorzat: ax b olyan vektor, amely meréleges mind-

két vektorra, nagysaga pedig megegyezik a két vektor altal kifeszitett

parallelogramma elGjeles teriiletével.

[&xb| = |&||b|sin b

@-bf* + & x b|* = |&*[b[?
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Ortogonalitasi feltétel: |& x b| = |&||b| «w &-b=0 «w & és b iranyai

merdlegesek egymasra (vagy valamelyikiik hossza zérus).

Parhuzamossagi feltétel: a x b = 0 akkor és csak akkor, ha & és b

vektorok parhuzamosak.

Miiveleti szabalyok:

bxa=—axb antiszimmetria

(ad + Bb) x € = a(@x ) + B(bx &) linearités

Ax (bx¢c) = (&-¢)b — (&-b)¢ kifejtési tétel

(AxDb)-(€xd) = (&-¢)(b-d)—(a-d)(b-E) Lagrange—azonossig
d-(bx¢) = b-(¢xa)
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a- (BXE) :vol(ﬁ, b, 6) az &, b és € vektorok altal kifeszitett paralelepi-

pedon (elGjeles) térfogata .

Vektorok numerikus jellemzése vektorkomponensekkel.
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Harom, nem egy sikba ess €1, €5 és €3 vektor bazist alkot: minden vektor
egyértelmten elGallithatd a linearis kombinaciojukként, azaz barmely a
vektor el6all

a— a1€] + as€s + aszes
alakban valamely a1, as és ag skalar egyiitthatokkal, az a vektor {€;, €5, €3}

bazisra vonatkoz6 vektorkomponenseivel.

Egy masik {€], €,, €} bazisra vonatkozo a; komponensek az a;-k lineéris

kifejezése
- T ..
a; = ij &g
J

ahol T;; a bazistranszformécié méatrixa.
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Elemi vektormtveletek kifejezése vektorkomponensekkel (dimenziétlan

bazisvektorok)

)i = aa;

O"l 991

(@
(@+b); =a; +b;

Ortonormalt bazis: egységnyi hosszu, kolcsondsen merdleges (ortogona-

lis) vektorokbol allo bazis.

1 if i=j
ézéj:5zjz
0 if i#j

Eszrevétel. Vol(él,ég,ég) — 41 barmely ortonormalt bézisra, pozitiv

el6jellel jobbsodrast, és negativ elGjellel balsodrasa esetben.
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Az a vektor komponenseinek kifejezése egy {€;, €5, €3} ortonormélt ba-

zisra vonatkozodan

mig a kiilonféle vektorszorzatok kifejezése
a - B = a1b1 + a2b2 + a3b3
a X B = (a2b3 — a3b2)61 + (a3b1 — albg)ég -+ (albg — agbl)ég
és

vol(d,b,&) =det| b by by
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2. Tenzorok

Tenzor: vektorok kozti

linearis megfteleltetés, azaz
A(ad + 8b) = aA(&) + SA(D)

barmely «, 0 skalarokra és a, b vektorokra.

Példak tenzormennyiségekre: tehetetlenségi tenzor, deformacioés tenzor,

fesziiltségtenzor, stb.
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=
Egy {€1, €5, €3} bazisra vonatkozoéan az A tenzor jellemezhetd az

(A A A
[A} = | A21 Azx  Ass
\A31 Aszs A33)

=
P i pd Pe 2 . - 3 g X}
matrix segitségével, melynek A;; elemeit az A(€;) =) ,_; A;i€; Ossze-

fliggés hatarozza meg.

Példak:

= -
1. A 0:x+ 0 zérustenzor, amely minden vektorhoz a zérusvektort

rendeli (matrixdnak minden eleme zérus).
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= . . . . . .
2. Az 1:X+—X identitastenzor, amely minden vektort onmagéba, visz;
L 100 s
matrixa az 8 (1) (1) egységmatrix.
3. Az a és b vektorok diadikus szorzata az
aob:X— (b-x)a
tenzor, melynek (ortonormélt bazisra vonatkozd) métrixa

arby aiby aibs
{5:06] — CLle CLQbQ a2b3

a3b1 &352 Cb3b3
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Miiveletek:

1. Egy « skalar és egy A tenzor szorzata az aA :X+— oA(X) tenzor,

melynek méatrixa {QZ} = {Z} :

2. Egy A tenzor és egy a vektor szorzata az A-a= A(a) vektor.

=

3. Az A és B tenzorok Osszege az A + B:% — K()’(’) + B(X) tenzor,
melynek matrixa [K + ];?;} = F‘i} + [];?;}

=

4. Az A és B tenzorok szorzata az A - B : ¥ A(B(f{’)) tenzor,

melynek méatrixa [K : ];?;} = {K} {E}

5. Egy a vektor és egy A tenzor keresztszorzata az axA :X+— axA(X)

tenzor.
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A+B=B+A
A-(B-C) - (A-B).C
(@A + 8B)-C =a(A-C)+ 3(B-C)
(a& + Bb) o€ = (a0 &) + B(b o €
Eo (ad+ Bb) = a(€o &) + B(Eo b)
(oza—l—ﬁlg)x:&> = a(ﬁxK) —I—B(sz)
5x(a2+51§) = a(é’xZ) +5(é’><];?:)
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3. Skalar-, vektor- és tenzormezdk

Skalar-(vektor- /tenzor-)mez6: adott tenzori jellegl helyfliged mennyiség.

Szemléletes geometriai jellemzés:

e skaldrmez§ szintfeliiletei, melyek mentén a vizsgalt mezd konstans

értékeket vesz fel;

e vektormez§ erévonalai (aramgorbéi), mely gérbék érintGje minden
pontban parhuzamos a vektormezé irdnyaval, mig lok4lis strtiségiik

aranyos a mezG6 nagysagaval.
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Térbeli pontok jellemezhetSk az r helyvektorukkal, azaz egy tetszdlege-
sen valasztott referenciapontboél — az origdbol — a vizsgalt pontba mutato

vektorral.

Helyfligg6 mennyiségek jellemezhetSk a helyvektor fliggvényeivel, ame-
lyek megadjak az egyes mennyiségek értékét a kiilonb6z r helyvektora

pontokban.

Alternativ moédon, egy helyfliged mennyiség jellemezhets az r helyvek-
tor adott bazisra vonatkozo6 vektorkomponenseinek haromvaltozos fiigg-

vényével.
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4. (orbevonali koordinatak

Gorbevonalil koordinatak: haromdimenziés tér pontjainak jellemzése
(u1,us,u3) €D valés szamharmasokkal, ahol D C R? egy olyan részhal-
maz (fundamentalis tartomany), melynek két kiilléonb6z6 bels6 pontja két

kiilonb6z6 térbeli pontnak felel meg (hatarra ez mar nem sziikségszert).

Gorbevonala koordinatak valasztasa tetszdSleges, csak praktikus megfon-

tolasok befolyasoljak (pl. szimmetria).

Gorbevonalu koordinatak valasztasat jellemz6 r(uq, uo,us) Osszefliggés
minden (u1,us,u3) € D szamhéarmas esetén megadja a megfelels térbeli

pont helyvektorat.
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Konverzios fiiggvények: kiilonféle gorbevonalii koordinatak kozti atval-

tast jellemzd u (uy, ug, us) fliggvények, melyekre r'(uf, us, us) =1r(uy, us, us).

or Or
Ortogonalis koordinatak: G;; = " 0 ha 1F£ 7.
8?1,@' 8uj
) . , or
Lamé—egyiitthatok: EZ-:‘ :
8u7;

[velem: infinitezimalisan kozeli (u1+du1, u2+du2,u3+du3) és (u1,us, us)

gorbevonalt koordinataji pontok kozti tavolsag négyzete
ds* = 03 du? + 03 du3 + 03 du;
Térfogatelem

Jor Or Or
8u1 ’ 8?1,2 ’ 8u3

7/ == VOl( ) = :|:€1€2€3
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Példak:

1. (x,y, z) Descartes-koordinatak, ahol D = {(z,y,2) | — co<z,y, z < +00}

Zl

L
_:|"r i

X

r(x,y,z) = x€1 + y€s + 2€3
Lamé-egytitthatok: ¢, =4, =0, =1

Térfogatelem: 7' =1
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2. (o, ¢, 2) hengerkoordinatak

D={(0,p,2)][0<0<+00,0<p<2m, —00 <2< +00}

r(0,¢,2) = pcosp € + psinp €y + 2 €3
Lamé-egyiitthatok: £, =0, =1 és {,=p

Térfogatelem: 7' =p
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3. (7, ¢,v9) gébmbkoordinatak
D={(r,¢,9)]|0<r<+400,0<¢p<2m,0<d<m}
z

¥ [ril""jl H,. I']ﬂj

1

,
L
-

r
CY
—
i
o 1
o 1
L
= 1
-
. |
= 1
-

-~

X
r'(r,¢,9) =rcos¢sinid € + rsin ¢ sin v €s + r cos v €3
Lamé-egyttthatok: £, =1, {y=rsind és ly=r

Térfogatelem: ¥ =r? sind
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1. Descartes-koordinatak <+ hengerkoordinatak:

0= +\/x%+y? T = 0COS Y

_ Y g
Y = arctan(;) Y = oSNy

2. Descartes-koordinatak <+ gombkoordinatak:

r=\/z2 4 y2 + 22 T = 1 Ccos ¢ sin
b = arctan(g> y = rsin ¢ sin ¥
T
z
Y = arccos( ) z = rcost

\/x2+y2+z2
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Helyfliggs lokalis bazisvektorok

1 oF

—

2}

Ortogonalis koordinatak esetén ortonormalt bazist alkotnak.

Vektor- és tenzorkomponenseket a lokalis ¢€;(r) bézisra szokas vonatkoz-

tatni
3
wW(E) =) wi(F)T(F)
i=1

—

w; (1) = €(7)-w(r) ortogonalis koordinatak esetén.
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Példak

1. Descartes-koordinatak r(x,y, z) = v€; + y€s + z€3

or or or
. €1 o — €2 a- — €3
ox oy 0z

¢, = €1 ¢, = € ¢, = €3

I = x¢, + ye, + 2¢,

2. Hengerkoordinatak r(g, v, z) = pcosp € + osin p € + z €3

or S or L . or
—— = COS €1 +Ssln Y ey —— = —0sSInpe;+pCcospey — — €3
dp 0 0z

¢, = COS €1 +sin @ € ¢, = COS Y €2 —sin Y €; ¢, = €3

I = e, + 2¢,
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3. Gombkoordinatak

r'(r, ¢, ) =71 cos¢ sint €; +r sing sin) €3 +1 cosv) €3

¢, = cos ¢sint €; + sin @ sin ¥ € + cos ) €3
¢y = COS ¢ € — sin ¢ €;

€y = cos @ cost €; + sin ¢ cos ) €y — sin v €3

r=r¢,

Helyvektornak csak radialis komponense van!
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5. Vonalmenti integralok

Tekintsiink egy I' folytonos gorbét és egy A(r) helyfiiggé mennyiséget.
A T gorbe minden I'=UL_ | I'; felosztasara 4t nem lapol kis darabokra
jelolje r; a I'; valamely pontjat és Ar; a kezddpontjabol a végpontjaba

mutatd vektort.
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Ahogy a felosztast finomitjuk, azaz max |Ar;| (gérbeszakaszok hossza)
(]

egyre kisebb és kisebb lesz, a
N

1=1

Osszeg — ahol *x valamely (skalaris, vektoridlis vagy diadikus) szorzatot

jelol — egy
/A(f’) * dr
r

hatarértékhez tart, az A(r) mennyiség I'-menti vonalintegraljahoz.



5 VONALMENTI INTEGRALOK

Skalar- vagy tenzormennyiség vonalintegralja mindig vektor, viszont egy
w(r) vektormezének négy kiilonbozé vonalintegralja képezhetd:
egy | w(F) - dr skalaris, egy f w(T) x dr vektorialis és két tenzorialis,

r
w(T) o dr illetve f dr o w(r )

'1%

A gorbe egy r(t) parametrizacioja esetén a vonalintegral szamolasa egy
hatarozott integral meghatarozasara vezethetd vissza az alabbi képlet

segitségével (a gorbe kezdGpontja r(0), mig r(1) a végpontja)

/ A(F) % dF = /1 (A(F(t)) x j—i) dt
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6. Felileti integralok

Tekintsiink egy X feliiletet és egy azon értelmezett, tetszéleges tenzo-
ri jellegii A(T) helyflige6 mennyiséget. Osszuk fel a feliiletet kicsiny,
at nem lapol6 X; darabokra: ezek mindegyikét jellemezhetjiik valamely
bels6 pontjuk r; helyvektorival és As; feliiletelem-vektorukkal, melynek
nagysaga a felliletdarab |X;| teriilete, és irdanya az r; pontbeli normalis

(feliiletre merdleges) irdnyba mutat.
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Ahogy a felosztas finomodik, azaz max |X;| egyre kisebb lesz, a

> " A(F;) « ds;

Osszeg (tetszbleges x szorzatra)

/Af’*ds

hatarértékhez tart, az A(r) mennyiség X feletti feliileti integraljahoz.

Skalar- vagy tenzormennyiség feliileti integralja mindig vektor, viszont
egy W(r) vektormezének négy kiilonbozs feliileti integralja képezhetd:
egy | w(F) - dr skalaris, egy f w(T) x dF vektorialis és két tenzorialis,
[ W(T) o dr illetve f dr o w(7 )

b
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Ha adott a feliilet egy ¥(u,v) parametrizacioja, ahol (u,v) € D CR?, a

feliileti integral az alabbi képlet alapjan egy kettGs integralra redukalodik
- . Jor Or
/A(F)  di = //{A(r (u,v)) % (8—2 x 8—2)}dudv
2 D

Bizonyos esetekben az A(F;) értékeket nem a As; feliiletelemmel stlyoz-

zuk, hanem csak annak |As;| nagysagaval. Az igy adodo [ A(F) |ds]
b2

feliileti integralnak ugyanaz a tenzori jellege mint az A integrandusnak,

és X teriiletét az alabbi képlet adja

/ 11ds] = ||

>
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7. Térfogati integralok

Tekintsiink egy V térrészt és egy azon értelmezett A(r) helyfliggd mennyi-
séget. Osszuk fel a térrészt kicsiny, at nem lapold V; részekre, melyek
mindegyikét jellemzi |V;| térfogata és valamely belsé pontjuk r; helyvek-

tora. Ahogy a felosztas finomodik (max |V;| egyre kisebb lesz), a

> AV

Osszeg egy véges hatarértékhez tart, az A(r) mennyiség V feletti

/ A(F) &°F
%

térfogati integraljahoz.
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A térfogati integral tenzori jellege ugyanaz, mint az integrandusé, és

a V térrész (elGjeles) térfogata egyenls az A(r) = 1 konstans fiiggvény

V| = / d°F

v

tréfogati integraljaval:

Ha adott a térrész egy r(uq, us, u3) parametrizicioja (ug, us, us) € D CR3
gorbevonali koordinatak segitségével, akkor a térfogati integral atalakit-
hat6é egy harmas integralla

L\ 3= _, or oOr Or
/A(r)d = // A(r(ul,ug,ug))vol(am, e 8u3)du1du2du3
1% D
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8. Gradiens és iranymenti derivalt

Egy ®(r) skalarmezs gradiense a

1
grad ® = lim vl ¢(r)ds
oV

képlet segitségével értelmezett vektormezd, ahol a hatarértéket tgy kell

képezni, hogy a |V| térfogati és 0V hatarolo feliiletti V térrészt egy pontra

zsugoritjuk. Hasonloképpen, egy w(r) vektormezs gradiense a

1
grad w = lim Wl %dgo w(T)
oV

tenzormezd, ahol a hatardtmenet ugyanaz, mint a skaléaris esetben.
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A gradiens additiv és teljesiti a Leibniz—szabalyt, vagyis barmely ®(r)

és U(r) skalar-, illetve w(r) és v(r) vektormezsk esetén

grad(q)—i—\lf) grad ® + grad ¥
grad(w+V) = grad w + grad v
grad(®V) = ¢(r) grad ¥ + ¥(r) grad ¢
grad(® w) = ®(r) grad w 4 grad Pow(r)

Megmutathato, hogy barmely konstans n egységvektor esetén

grad A-n = % = lim A(r +em) — A(r)
on =0 €

legyen A(T) akar skalar-, akar vektormezd; a hatarérték az A(r) mennyi-
ség valtozasi sebességét adja meg az n irdnyaban (irany menti derivalt)

~+ skalarmez6 gradiense a leggyorsabb valtozas iranyaba mutat.
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¢ (1) skalarmezd gradiense kiilonféle gorbevonala koordinatakban:

Descartes-koordinatak

do=225 1228495
ra — 3 = a_ ¢z
S Ox oy Y 0z

Hengerkoordinatak

oe ., 100_, 09,

grad ® = 8—QQQ+E%%+§€Z
Gombkoordinatak
0d 1 00 1 0P _
grad® = —¢, +

or rsin O¢ %—i_;%eﬁ
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Egy w(r) vektormezs gradiensének kifejezése Descartes-koordinaték se-

gitségével

graaw — E e; O ej
(9:1:j

0]
Végiil, amennyiben ¥ (x) egy tetszbleges egyvaltozos skalarfiiggvény és a

egy konstans vektor, akkor

N—"

grad (|7 — &]) = ¢'(|F — 4

grad {v(F - &) (F - &)} = LU fi5 _ )o(F - &) — |7 — &3]



9 DIVERGENCIA ES ROTACIO

9. Divergencia és rotacio

Egy w(r) vektormezs div w divergenciajat és rot w rotaciojat az alabbi

modon értelmezziik

1
divw = lim Wl ygw(?) ds

1 .
rotw = lim — ygv?f(?) x ds
V|
ahol a hatarértéket ugy kell képezni, hogy a |V| térfogatu és 0V hatarolo

feliilletd V térrészt egy pontra zsugoritjuk. Egy vektormezé divergenciaja

skalarmez6, mig rotacidja vektormeza.
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Egy w(r) vektormez§ divergenciajanak és rotacidjanak kifejezése kiilon-
féle gorbevonaltu koordinatak segitségével:
Descartes-koordinatak

OW % Ow ,,

Ox i oy i 0z
ot @ — ow ., B ow,, s OW . B ow ., s % B OW . -
Oy 0z N 0z or ) 7 Ox oy ©

Hengerkoordinatak

divw =

ow, W, N 1 ow,  Ow,

divw =
W dp 0 o Oy 0z

rotw = lawz_aww c 4+ awg_awz e W@_I_(()W(P_(()WQ ;
e dp 0z )¢ 0z 0o ) 7 o o O0p)”
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Gombkoordinatak

divv‘\}—aWT+2WT+ 1 8W¢+18W19+ W
~ Or r rsind 0¢  r OV @ rtand

és

N (8W19+W19 1@WT>_, _|_( 1 Ow, 0wy Wy

rsind ¢  Or
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Egy T(r) tenzormezd divergenciaja a

- 1
div'T = lim T(F) - d3
A%

vektormezd, a szokisos modon képezve a hatarértéket (egy pontra zsu-

goritva V térrészt). Vektorkomponensei Descartes-koordinatdkban

= oT’ oT’ oT’ orT orT orT
divT = TT Ty Tz —»x Yyx Yy yz \ -
e ( Ox i 0y i 0z )e +< Ox i 0y i 0z )ey
N 0T, N 0T, N 0T, .
Ox oy 0z i
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Egy ®(r) skalar-, w(r) vektor- és ’T‘(F) tenzormezs esetén
div(®w) = ¢(r) divw + w(r) - grad
rot(® w) = ¢(r) rot w + grad & x w(r)

div(®T) = &(F) div T + T(F) - grad &

mig w1 (r) és wo(r) vektormezdk esetén

div(wi+wsy) = div w; + div ws

rot(w;+wsy) = rot w; + rot ws

grad(wi-wy) = grad wi -wo+grad wo w1 +Wj Xrot wo+ws Xrot wy
div(w1 XWs3) = Wo - rot w; — Wy - rot ws

rot(wy Xxwsy) = (grad wi; —div wy ) -wo — (grad wo — div wy)-wy
div(wiowsy) = wp div wy + grad wq - wo
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10. Fundamentalis azonossagok

Minden ®(r) skalarmezdére

rot(grad ®) = 0

és minden w(r) vektormezdre

tovabba

div(rotw) =0

div(grad w)= grad(div w)
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11. Laplace-operator

A (skalaris) Laplace—operator minden ®(r) skalarmez6hoz hozzéarendeli

a AP skalarmezst, amely gradiensének divergenciajaval egyenld:

Ad = div(grad )

A vektorialis Laplace—operator egy w(r) vektormez&hoz hozzarendeli a

Aw = grad (divw) — rot(rot w)

vektormezét.

Mindkét Laplace—operator linearis:

A((I)1+(I)2):A(I)1—|—A(I)2 és A(W1+W2):AW1+AW2
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Skalaris Laplace—operator kifejezése kiillonboz6 koordinata-rendszerekben

Descartes-koordinatak

JGRT JGLY JGEY

Ad = —
Ox? H 0y? i 022

Hengerkoordinatak

1 0
A= ——
@5&)(@

0P N 1 0% N 0*®
Jdo/) 0% 0p? 022

Gombkoordinatak

Aq)_1a 25@+ 1 a2q’+ 1 0 Sinﬁﬁ_cb
“2or\ ar) " 2 sin® 9 0p? 12 sin® 9 0V oV
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A vektorialis Laplace—operator kifejezése Descartes-koordinatak segitsé-

gével

0% w, N 0% wy N 0%wg \ - N 0w, N 0w, N 0w, ¢
Ox? 0y? 022 Y

Vagyis a vektorialis Laplace—operator hatasat igy kaphatjuk meg, hogy a
skalaris Laplace—operatort alkalmazzuk a w(r) vektormezd minden egyes

Descartes—komponensére kiilon-kiilon.
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12. Integraltételek

Az egyvaltozos fiiggvényekre vonatkozo klasszikus

b
/f@szﬂm—ﬂ@

Newton-Leibniz—formula (integralszamitas alaptétele) altalanositésai kii-
I6nféle tenzori jellegti integrandusokra (skalar-, vektor- és tenzormezdk)
és magasabb dimenzios integracids tartomanyokra (gorbék, feliiletek és

térrészek).
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12.1. A gradiens-tétel

— /=

Bérmely (1) skalér- és w(r) vektormezs esetén

/ grad @ - df = &(7,) — (7. )
Y

gradw - dr = w(vy,) — w(v)

2

ahol v egy folytonos gorbét jelol v_ kezdd- és v, végponttal.

Az integralszamitas alaptételének legkozvetlenebb altalanositésai.
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12.2. Stokes tétele és variansai

Jel6ljon X egy feliiletet OX hatéarolo gorbével. Ekkor barmely @ (r) skalar-

és w(r) vektormezs esetén

ygv?f(?) -dr = / rotw - ds Stokes—tétel
oS S
%CI)(F) dr = —/gradfbxdg
oS S
tovabba

y§w ) xdr' = /{rotv_\?xd§—|— div wds — grad w-ds}
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12.3. A divergencia-tétel és kovetkezményei

/divﬁr’ d’r= P w(r)-ds Gauss—tétel
V oV
/rotv_\’f d’r = —%W(f)xdg
% oY
/div'T? &Pi = P T(F)- ds
V oV
/gradCI)d?’f’ =@ ¢(r) ds
V oV
/gradv?fd3f = (D ds o w(T)
V oV
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barmely V térrészre melyet a 0V feliilet hatarol, és minden ®(r) skalar-,

w(T) vektor- illetve T(r) tenzormezdre.

Eszrevétel. Abban a hataresetben, ha a V térrész egyetlen pontra zsugo-
rodik, a divergencia-tétel fenti valtozatai rendre automatikusan teljestil-

nek a gradiens, divergencia és rotacié definiciéi alapjan.

A Gauss—tételt a ®(r) és U(r) skalarmezskbdl képzett ¥ grad & vektor-

mezore alkalmazva adodik Green elsd tétele

/{\I!(f") Ad + grad ¢-grad U} d°r = % U(r) grad ®-ds
% 5)Y

A fenti O0sszefiiggésben felcserélve ®-t és W-t, és az eredményt kivonva az
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el6z6bol kapjuk Green masodik tételét

/{\I!(f") Ad — O(F) AV} d°r = §l§ {U(r)grad ® — ®(r)grad ¥}-ds
V oV

ahonnan W(r)=1 valasztéssal

/ACIDd3_’: ;5 grad ®-ds
v A%

Hasonloképpen, egy w () vektormezd gradiensére alkalmazva a divergencia-
tételt

/Av?f d’r = %{rot wxds—grad w-ds}

\% oV
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