A Maxwell-egyenletek

Téregyenlet: konkrét szituaciotol (pl. teret kitolts kdzeg milyensége) fiig-

getlen, lokalis (pontonként teljesiils) Osszefiiggés a térjellemzsk kozott.

divD = 4mp
L 4o
rot H = il
C
divB =0
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rotE = —— —

Gauss—torvény
Ampére—torvény
magneses Gauss—torvény

Faraday—torvény
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1. Az eltolasi aram

Maxwell felismerése: egy vektormezs rotacidja mindig forrasmentes,

ezért az Ampére—torvény kévetkeztében
[ = C [ i
divJ = —divrotH =0
47

De a lokalis toltésmegmaradast kifejezs

op | .

kontinuitasi egyenlet miatt ez csak id6ben allando p esetén lehetséges.

Mivel a p toltésstirtiséget szabadon tudjuk valtoztatni megfelel6 toltés-

aramok létrehozasaval, ezért az Ampére-torvény modositasra szorul!
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A kontinuitasi egyenlet és az (elektromos) Gauss-torvény kévetkeztében

. (4m=> 18D .\ 4m .. - 10(divD) 4w dp 4w dp
d {— e tH}:—d = — =
v C 3+c ot ro C 1V3+c ot C 3t+ c Ot

ezért feltételezhets, hogy a zardjel alatti tag azonosan elttnik:

. 47~ 10D
rotH:—WHqL——
C c Ot

A korrekciés tag az eltolasi aram, amely nem til gyors (kvazi-stacionarius’)
oD

5 <|d|-

id6beli valtozas esetén elhanyagolhato, mert ilyenkor

Kovetkezmény: nem csak a mozgo toltések, de az id6ben valtozo elektro-
mos mezd is lehet a méagneses mezd forrasa, ezért a forrasoktol tavol is

létezhet elektromagneses mezs (elektromagneses sugarzas).
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2. Anyagi osszefiiggések és illesztési feltételek

A Maxwell-egyenletek rendszere

divD = 47 p elektromos Gauss—torvény
divB =0 magneses Gauss—torvény
s dmg 1 oD
rot H = —WH Ampére—torvény
c ot
_ 10B
rotE = —— — Faraday—torvény
c Ot

Az egyenletek bemend adatai (forrasok) — a p(T, t) toltés- és a J (T, ¢)
aramsiriiség — nem fiiggetlenek egymastol, 6sszekoti ket a lokalis

toltésmegmaradast kifejezé kontinuitéasi egyenlet.
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Ervényességi feltétel: a térjellemzck folytonosan differencialhaté (*sima’)
fiiggvényei a helynek és idének, és a kolcsonhatéas lokalis, azaz a kornyezet

hatésa csak a vizsgalt térrész hataran jelentkezik.

A két vektorialis és két skalaris Maxwell-egyenlet 6+2 =8 Osszefiiggést ad
12 fiiggetlen mennyiség (a négy térjellemzd vektorkomponensei) koézott,

vagyis alulhatarozott az egyenletrendszer, ezért egyértelmi megoldas

létezéséhez sziikséges tovabbi, a teret kitolté kozeg tulajdonsagait leird
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anyagi osszefiiggések figyelembevétele.
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Marad 8 Osszefiiggés 6 fiiggetlen vektorkomponens kozott, azaz egy

(latszolag) tulhatarozott egyenletrendszer adédik. Viszont

oD op
o) Yy

= div (c rot H — 4%3) + 47rdiv5 =0

g(dlv D-— 47Tp) div (

a kontinuitasi egyenlet kovetkeztében, masrészt

0 ,.. =
a(leB) dlv(

OB

5 ) — _cdivrotE =0

ezért a skalaris Maxwell-egyenleteknek elég egyetlen kezdeti id6pontban

teljesiilniiik, hogy mindig teljesiiljenek.

Els6rendi (lineéris) parcialis differencidlegyenlet-rendszer, amelynek meg-

oldasdhoz sziikség van megfelel§ peremfeltételek megadasara.
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Peremfeltételek kiilonféle tipusai:

o kezdeti feltételek, amelyek a térjellemz&k valamely kezdeti id6pont-

ban felvett értékét adjak meg;

e hatarfeltételek, amelyek leirjak a térjellemzck viselkedését a vizs-
galt tartomany hataran, és ezaltal jellemzik a tartomanyon kiviili

forrasok hatasat;

o illesztési feltételek, amelyek a térjellemzéknek kiilonbozé kozegek
hataran bekovetkezd diszkontinuitasat (‘ugrés’) irjak le, és a Maxwell-

egyenletek integralis alakjabol szarmaztathatok.
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A Maxwell-egyenletek — a vektoranalizis integraltételei segitségével

szarmaztatott — integralis alakja

- A 1d [ =
H —> —): o - — -
(¥,t) - dr ; T+ ey D(r,t) - ds
oS S
E —_ . —): - B —_ —
% (¥,t) - dr o (F,t) - ds
oS S

ahol 7 az S feliileten idGegység alatt ataramlo toltés mennyisége, mig Q)

a ) tartomanyban taldlhato Osszes toltés.
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Illesztési feltételek kiilonb6z6 kozegek hataran:

1. E tangencialis és B normalis komponense folytonosan valtozik;
2. D normaélis komponensének ugrasa a feliileti toltésstirtiség 4m-szerese;

3. H tangencialis komponensének ugrasa a feliileti aramstriiség 4777—

Szerese

A tobbi komponens esetleges ugrasa a fentiek alapjan hatarozhat6 meg,

figyelembe véve a két kozeget jellemz6 anyagi Osszefiiggéseket.

Kiilon-kiilon meg kell oldani a Maxwell-egyenleteket a teret kitolté min-
den egyes kozeg belsejében a megfelel peremfeltételek (hatar- és/vagy

illesztési feltételek) figyelembe vételével.
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3. Elektromagneses potencialok

Az indukciévektor forrasmentessége (div B =0 magneses Gauss-torvény)

kovetkeztében létezik olyan A(f’, t) vektormezs — a vektorpotencial —,

amelyre

—

B(F,t) = rot A

Innen, a Faraday—torvény alapjan

4 10B 10 L 10A
rot -y 5 (rot ) rot Y
vagyis
. 10A ,
t(E ——) — 0
o + c Ot
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Mivel a zar6jelben 1évs kifejezés orvénymentes, ezért 1étezik egy olyan

¢ (1, t) skaldrmez6 — a skalarpotencial —, amelyre

. 1 0A
E(f.t) = —grad ® — ———
(¥, 1) gra Y

Az elektromégneses mezs teljes mértékben jellemezhets az 15;(1_", t) és
O (7, t) elektromagneses potencidlokkal, de ez a jellemzés nem egyértelmii

(mértékinvariancia): tetszéleges 1 (r, t) skalarmezd esetén

potencidlok ugyanazt a mezé6t irjak le, mint ®(r,t) és A(f", t)!
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Valéban,

/(= og\ /_18‘&,__ _18 _12 A
E'(r,t)=—grad ¢ o grad | oy c@t(A+M>

10A

— —grad® — - —— =E(7,t
gra c at (r7 )

és

B'(F,t) = rot A’ =rot (K + grad ¢)) =rot A+rotgrady = B(F, t)

Kovetkezmény: a potencidlok nem megfigyelhetd mennyiségek (klasszikus

fizikdban), nincs kdzvetlen fizikai értelmiik (szemben a térjellemzdskkel).

Bar az elektromagneses potencidlok nem egyértelmiiek, sok kérdés tar-

gyalasa egyszertibb a segitségiikkel.
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Eszrevétel. Ha egy o konstans esetén a (T, t) skalarmezd kielégiti a

a 0% R 0P

parcidlis differencidlegyenlet — ilyen (7, t) mindig létezik —, akkor

g od" . /o 0 Loy
divA' + « 5 —dlv(AJrgradw) +aa< _EE>_O

ezért mindig elGirhato a

div A = —ozaa—(f Lorentz—feltétel

a potencialok kozott.
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4. Elektromagneses energia és impulzus

—

Vizsgaljuk az elektromégneses mez&t egy homogén, izotrop, D=c¢E és

B= ,uﬁ linearis anyagi Osszefiiggésekkel jellemzett kozegben.

Az Ampére—torvény mindkét oldalat skalarisan szorozva E-vel

mig a Faraday-torvény mindkét oldalat skalarisan szorozva H-val
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Innen, a

—

div(ExH) = H-rotE — E-rot H

vektoranalitikai Osszetiiggés felhasznalasaval
oD 1- OB 4
c c

E_F H.-— +div (EXH)

]-E
ot J

De a linearis anyagi Osszefiiggések kovetkeztében

- 0D _ OE e0(E-E) 10(E-D)

T T S TR SV
és hasonldan

= 0B - 0H poH-H) 10(H-B)

N T R A BT
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Bevezetve a

1 - = SR
= —(E-D+H-B
Y 877( + )
és
- C - -
S =—ExH
47 8

jeloléseket, végiil a

energiamérleg-egyenletet kapjuk.

Megjegyzés: u(r,t) dimenzidja energia/igrfogat, és &,y > 0 kovetkeztében

u(r, t) sose lehet negativ.
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Tekintsiik toltések egy olyan zart rendszerét, amelyek egy V térbeli tarto-
many belsejében mozognak. Tekintve, hogy J-E az egységnyi térfogatban
talalhato toltéshordozokon az elektromagneses mezé altal egységnyi id6

alatt végzett munka, ezért

dgkin =2 —
— E)d®
di /v@ Ja

ahol Eyin az Osszes toltéshordozo kinetikus energidinak Osszege.

Mivel egy zart rendszerben a kiillonboz6 energiafajtak osszege allando,

igy — felhasznalva az energiamérleg-egyenletet —

dgem_ dgkin_ = 3= au =1 3
v ds _—/(H-E)d —/(at—l—dIVS)dI‘

1% 1%

ahol E¢, az elektroméigneses mezé V-beli energiaja.
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A Gauss—tétel alapjan

Mivel a toltésrendszer nem hat kolcson a kornyezetével, ezért }V hataran
az elektromagneses térerGsségek sziikségszertien eltiinnek, és igy a feliileti

integral zérus, kovetkezéskép

S - o{ [ uwn @)
Y

vagyis [u(r,t) d°r adja a V-ben tarolt elektromagneses energiat, ezért
%

u(r,t) az elektromagneses mez6 energiastrtisége!
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Tekintsiink most egy olyan ) tartomanyt, amely nem tartalmaz toltés-
eket, ezért belsejében az aramsiriség zérus. Az el6z6ek alapjan a V-ben

tarolt elektromagneses energia valtozasi sebessége

den d Lo ogso) . [OW o S s = .o
— _dt{/u(r,t)dr}— o d ——/dled _—y§s-ds
\% 1% 1% oV

Mivel V belsejében nincsenek toltések, ezért az elektromagneses energia
csak akkor valtozhat, ha energia aramlik at a hatéaron, és az ¢ S.ds
)%
feliileti integral adja az idGegység alatt a hataron atfolyo elektroméagneses
energiat, kovetkezéskép a
S=—ExH

C
4

Poynting-vektor adja az elektromagneses mez6 energiadram-stirtiségeét.
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Ha mind konvektiv, mind konduktiv dramok el6fordulhatnak, akkor az

- - Ou R - -
3konv'E + a +divS = _Hkond'E

energiamérleget egy )V térbeli tartomanyra integralva adédik

dgkin dgem S 1= 1 - 3=
20 S PS5 = [(Fna B) 07

oV 1%

Itt Exin jeloli a V tartomanyban talalhato toltések (konvektiv) mozgasbol
szarmazo kinetikus energidjat, Con az elektromagneses mezé V-ben tarolt
energiaja, az S Poynting-vektor feliileti integralja a V hataran idSegység
alatt ataramlo elektroméagneses energia, mig a jobb oldali tag a konduktiv
toltésaramlas soran disszipalodo energia (Joule-hé), amely a kornyezet

termikus energidjaként jelenik meg.
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Hasonlé megfontolasok (impulzus megmaradasa) kévetkezményeként

I
EXH:—QS

L 1
g_47rc C

az elektromagneses mez6 impulzusstrtisége.
Megjegyzés: az impulzussiriségnek az S Poynting-vektorral, vagyis az

energidram surtségével vald aranyossaga az elektromagneses kolcson-

hatas végtelen hatotavolsaganak kovetkezménye.

Tovabbi megmaradé mennyiségek (pl. impulzusmomentum, kiralitas,
stb.) szarmaztathatok a Maxwell-egyenletek szimmetriaibél (Noether-

tétel révén), mig a toltésmegmaradas a mértékinvariancidval kapcsolatos.
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