Elektromagneses hullamok 1.

Forrasok (toltések és aramok) hidnyaban a Maxwell-egyenletek alakja

rothI:Ea—D rotﬁz—la—B
c Ot c Ot
divB =0 divD =0

Nem-triviadlis megoldésok, amelyek energiat és impulzust (meg impulzus-
momentumot, stb.) széllitanak: elektromagneses hullamok (létezésiiket

Maxwell josolta meg 1864-ben, és Hertz mutatta ki 1888-ban).

Az elektromagneses sugarzas forrasai a gyorsulé toltések.



1 RETARDALT POTENCIALOK

1. Retardalt potencialok

Vizsgaljuk az elektroméagneses mezdt D=cE és B= ,uﬁ linearis anyagi
osszefiiggésekkel jellemzett homogén, izotrop kozegben.
A mez6 jellemezhets a (T, t) és A(F,t) potencislok segitségével:

—

B(F,t) = rot A
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=

A meértékinvariancia kovetkeztében mindig kikothets a

divA = — e 8_(1) Lorentz—feltétel
c Ot

a potencialok kozott.
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Fenti Osszefiiggések és a (skalaris) Laplace-operator definicidja alapjan

1 = P
Ad =div (gI'adCI>)—|——2 (leA—I— =19 )

c Ot c Ot
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ahol felhasznaltuk az (elektromos) Gauss-térvényt. Bevezetve a

c
Vv =
VEH
jelolést, atrendezés utan a
1 9°® 47
AP — —— = ——
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inhomogén hullamegyenlet adodik a skalarpotencialra.
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Hasonlé médon, a (vektoridlis) Laplace-operator definicidja alapjan

— — — @ —
AA =grad(divA)—rot(rot A)= i grad <%t ) —rot(uH)
c

_en 0 19A\ eud*A Ar ~ 10D
~ T ot S grad & — = 8t)+c2 oz M e T

(inhomogén) vektoridlis hullamegyenletet adja a vektorpotencidlra.
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Inhomogén hulldmegyenlet egy partikularis megoldasat adjak a

~ p(r,t — —|r — R
r—
- 1

retardalt potencialok, ahol a potencidlok valamely R pontbeli értékét a
t id6pontban a forrasok mas helyeken, a tavolsaggal aranyosan korabbi

id6pontokban felvett értékei hatarozzak meg, ezért a forrasokban bealld
d

valtozas a potencialok értékét d tavolsagra csak — késleltetéssel befolya-
v

solja: az elektromégneses hatasok véges v sebességgel terjednek!
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Megjegyzés: a forrasmentes Maxwell-egyenletek

rotH= -——— diVEIO
c Ot
— I:j: —
rotE:—ﬁa— divH =0
c Ot

kovetkeztében

; . . drot E §%H
AH:graddivH—rotrotﬂz—E rgt :il; Ot2

és

. , , drot H 9?E
AE = graddivE —rotrot E = % rgt :ig 12

vagyis a térerGsségek is kielégitik a (homogén) hullamegyenletet.
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2. Hullamterjedés

Egy hely- és idofiiggs A(r,t) fizikai mennyiség hullamszertien terjed,

amennyiben a forrasoktdl tavol kielégiti a

1 0%4
A= ge =0

homogén hullamegyenletet, ahol v egy sebesség dimenzidji parameéter.

Megjegyzés: a hullamok kisugarzasat és elnyelését a

1 924 .
A.A— ?W —B(I‘7t)

inhomogén hullamegyenlet irja le: itt B(r,t) a hullamforras jellemzdje.
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Példak: hanghulldimok, nehézségi hulldmok, szeizmikus hullamok,

radidhullamok, gravitacios hullamok, fényhullamok, stb.

Descartes-koordinatdkban a homogén hullamegyenlet alakja

9?4 92A 0°A 1 0°A
et daiidan — 0
or?  0y? 02?2 v2 Ot?

fiiggetlentl attol, hogy A(r,t) egy skalarmennyiség, avagy egy vektor-

mennyiség valamely Descartes-komponense.

Hullamfront: olyan osszefiiggé feliilet, amely mentén egy adott idépilla-

natban az A(F,t) adott konstans (pl. maximalis) értéket vesz fel.

Megjegyzés: id6 mulasaval a hullamfrontok alakja és helyzete valtozhat.
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Néhany gyakori hullAmtipus:

1. Sikhullamok esetén a hullamfrontok egymaéssal parhuzamos sikok,
amelyek v sebességgel haladnak egyenletesen kozos normaélisuk irdnyaba,

kovetkezésképp létezik egy olyan o7 egyvaltozos fiiggvény, hogy

PN

/
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o/ (vt —n - 1)

ahol n jel6li a hullamfrontok kozés normalisdnak egységvektorat.
2. Hengerhullam esetén a hullamfrontok v sebességgel taguld koaxialis

(kozos tengelyti) hengerfeliiletek, ezért

A(F 1) = %@%(vt )

valamely o7 egyvaltozos fliggvényre, ha p a tengelytél mért tavolsag.
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3. GoOmbhullam esetén a hullamfrontok (v sebességgel) egyenletesen
tagulo, koncentrikus gombfeliiletek, ezért az ¥y centrumtol mért ¥ — 1|

tavolsag és A(T,t) szorzata csak a vt—|r — ry| kombinaciotdl fiigg, igy

1

o (vt — |F — To|)
valamely egyvaltozos &7 fliggvényre: v > 0 esetén ki-, ellenkezd esetben
pedig befutdé gombhullamrol beszéliink.

Megjegyzés: mind a harom fenti hullamtipus automatikusan kielégiti a

homogén hullamegyenletet.
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Ha olyan gémbhulldmot tekintiink, amelynek ry centruma nagyon messze

van az origotol, azaz |¥| < |ry|, akkor alkalmazhatjuk az

F—Fo| = /T2 + T2 — 2%y Fa |fo| + 8- T

kozelitést, ahol

a centrumbol az origd iranyaba mutatd egységvektor, igy

1 1
A(F,t) = of (vt—[F—TFo|) ~ —— (vt — i - T — [To|)

T

Centrumatol elég nagy tavolsagra minden gombhullam jol kozelithetd

sikhullammal!
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A hullamegyenlet egy masodrendd, linearis parcidlis differencidlegyen-
let, ezért megoldasainak — mint pl. a sik- és gombhullamok — barmely

szuperpozicidja is megoldas.

Forditva, a hullamegyenlet barmely megoldasa eléallithato akar gomb-,
akar sikhullamok szuperpozicidjaként, ezért elegenddé ezen tipusok rész-

letes vizsgalata.

Huygens-Fresnel—elv: tetszSleges hullam elgall — barmely, a hullamforrast
teljes egészében a belsejében foglald zart felilleten kiviil — mint a feliilet
egyes pontjaibol, mint centrumbdl kiindulé koherens gombhullamok, az

un. 'masodlagos hullamok’ szuperpozicidja.
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Monokromatikus sikhullam: olyan sikhulldm, amelyben a hullamzo6

mennyiség id6fliggése szinuszos, azaz
A(F, t) = A cos(wt — K - )

ahol w a frekvencia, Ay az amplitido, mig
W

k=—n
\'

a (reciprok hossz dimenzi¢ji) hullamszam-vektor.

2
Periodikus idéfejlodés T'= il periodusidsvel.
W

Megjegyzés: két hullamfront tavolsidgit a (hosszisag dimenzidji)

\ er _ 2TV
k[

hullamhossz adja meg.
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A hullamegyenlet linearitasa és az e'* = cosx + isinz FEuler-képlet

kovetkezményeként egy monokromatikus sikhulldm leirhat6 a
A(F, 1) = Re{Aoei(“t_E'F)}

komplex exponencidlis jeloléssel, vagyis a hullamszertien terjeds A(T,t)
mennyiséget egy komplex exponencialis kifejezés valos részeként allitjuk

el§ (az Ay amplitudé lehet komplex értéki).

A komplex exponencialis jelolés elénye, hogy exponencidlis fiiggvények
szorzasa, derivalasa és integraldsa sokkal egyszeritibb, mint a trigonomet-

rikus fliggvényeké.
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Fourier-dekompozicié: barmely sikhullaAm felbonthaté monokromatikus

sikhullamok Osszegére (spektralis felbontas),

— z'w—ﬁ-f"d
A(r,t)://lo(w)e( t-k >%

Hasonl6 elgondolasbdl, mivel tetszSleges hullam felbonthaté kiillonboz6

iranyokba terjedd sikhullAmok Osszegére, ezért altalaban

N o o d3k
A(F,t) _ /-AO (k) 6z(wt—k.r)_
2T

ahol figyelembe kell venni a hullamszamvektor és a frekvencia kozotti
W = v‘k’

diszperzios Osszefliggést.
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3. Elektromagneses sikhullamok terjedése

Forrasok hianyaban (p=0 és J= 0), a Maxwell-egyenletek egy homogén,

izotrop, linedris anyagi Osszefiiggésekkel jellemzett szigetel6ben

divE =0 divH = 0
rotE:—ﬁﬁ— rotHzia—
c Ot c Ot

ezért

B} , . d(rot E o°H
AH:graddiVH—rotrotH:—% (r;t ):i_/; o2

és
AE = graddivE —rotrotE = % (rgt ; - i—/; Ot2
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Mivel E ¢s H kielégitik a hullamegyenletet, ezért 1étezhetnek

— —

E(F,t) = E(vt — 1 - T)
H(F,t) = H(vt — @ - T)

alakt elektroméagneses sikhullam megoldasok, ahol

és az &, ill. H amplitadovektorok egy valos valtozo megtelel fliggvényei.

A hullamegyenlet kovetkezménye a Maxwell-egyenleteknek, ezért azok-
nal kevésbé megszoritd, igy nem minden sikhulldm megoldas elégiti ki

feltétlentil a Maxwell-egyenleteket.

Milyen tovabbi feltételek fennallasa esetén teljesiilnek a Maxwell-egyenletek?
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Az Osszetett fliggvények derivildsara vonatkozé lancszabaly alapjan

oL, L, L OWt—1n-r) , L
5 =& (vt —n-T) 5 = —n,E, (vt —1n-T)
oL, L, L O(vt—m-r¥) Lo
g =& (vt —n-T) 5 =v&, (vt —n-T)

vesszOvel jelolve egy egyvaltozos fliggvény kozonséges derivaltjat, ezért

- 0B, 0E, OE,
divE = + =+ = —ny&, —nyE, —n.EL =

Ox 8—y 0z
= — (ne&p +nyEy +nE) = —R-E'(vt—1i- 1)

és ~

OE

5 —v& (vt —1i - T)
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Hasonl6é meggondolasbol

(rotE) = 552 SO g = (< ),
(ot B), = 272 - 0% = gl pngl = (1 x E),
(rotE) = % - 0530 = & +nyEL =—(A x &),
ahonnan
rotE= - x & (vt—@-F)

és ugyanilyen kifejezéseket kapunk ﬁ—ra, ha az &-t kicseréljik H-ra:

divH = —0i - H'(vt — & - F)

rot H=—i x H (vt — i - )
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Fenti kifejezéseket a

rotﬁ: Ea—E
c Ot

Ampére—torvénybe behelyettesitve

CAxH (vt —R-F) = —E&(vt— i -F)
C

ahonnan a {=<" = \/% jeloléssel kapjuk, hogy

—

¢ (z)+axH (z) =0

Mivel mind &, mind az n egységvektor konstans, ezért

— —

C(z) = £€(x) + BxH(z)

az argumentumatol fiiggetlen vektormennyiség.
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C () fliggetlen az argumentumatoél, és linedrisan fiigg az £ () elektro-
mos amplitado-vektortodl, ezért Ggy értelmezendd, mint egy idétiiggetlen
statikus hattér, amely nem vesz részt a hullamterjedésben, igy nem kell

figyelembe venni: C=0 megkovetelésével adodik, hogy
E(z) = - BAxH(x)

ahonnan r=vt — n - r behelyettesitéssel

E(F,t) = —¢ ' axH(F, t)

Kovetkezmény: E(F,t) merSleges mind a terjedés n irdnyara, mind a

—

H(r,t) magneses térerfsségre, és



3 SIKHULLAMOK TERJEDESE

Hasonl6é meggondolasbdl, a

rotf) = —ﬁa—H
c Ot

Faraday—torvényt felhasznalva
—AGxEWt—R-F)=—¢'"H (vt—14-TF)

vagyis a statikus tagok ujboli elhagyasaval

—

H(z) = EAxE(T)

igy végiil

H(F, t) = ¢ Ax E(F, t)

Kévetkezmény: H(F,t) merdleges nem csak E(F,¢)-re, de fi-re is.

Megjegyzés: a két skalaris Maxwell-egyenlet automatikusan teljesiil.
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1. Mind az elektromos, mind a magneses térerGsség merdsleges a hullam-

terjedés irdnyara: transzverzalis hullamok!

2. A térerGsségek egymaésra is merslegesek, és ‘ﬁ(F, t)| = £|E(F, 1)),

ezért a Poynting-vektor (energiadram-siirtiség)

= C = = C =2 €& =12, B
S(r’t):EEXH:E‘EHH"—H:E“E‘ n=vu(r,t)n
ahol
u(F,t):E D;TH B

a hulldm energiastiirlisége, vagyis az energia v sebességgel terjed a

hullamterjedés iranyaban!
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3. [H(F,t)| =¢|E(F, t)| miatt H(F,1)* = EE(F,t)* =

a hullam energiastirtiségében az

- € 2,5 2
ue 7t — _E 7t
(7.1) = —B(F1)
elektromos és
wy (F,1) = T-H(F, 1)
T

magneses jarulékok!

4. Ugyancsak ‘ﬁ(?, t)| = {‘E(F, t)| kovetkeztében, az elektromos és
a magneses térerésség egymassal szinkronban oszcillal, egyszerre

veszik fel maximalis értékiiket.



3 SIKHULLAMOK TERJEDESE

Monokromatikus sikhullam esetén

1) = Eoei(wt—ﬁ-f’)

xl!

E (

xl!

H (
ahol E-EO =0 (tranzverzalitas miatt) és ﬁo = M%EXEO a fentiek alapjan.

Mivel egy sikhullamban az energiadram nagysaga valtozik az idGvel, ezért

a hullam 7 intenzitasa az energiaaram egy peridusra atlagolt értéke.
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4. Elektromagneses fényelmélet

terjedési sebesség vakuumban | dielektrikumban
p . ~ 8 _c
elektromégneses hullamok || c~3-10°m/s V==
féeny ~3-10°m/s °

ahol n a dielektrikum (abszolut) torésmutatoja.

Mérési adatok alapjan jo kozelitéssel n=~ ,/eu sok kiiloniéle anyagra.
Fenti megfigyelésre tamaszkodva Maxwell feltételezte, hogy a fényt olyan
elektromagneses hullamok alkotjak, amelyek frekvenciaja a teljes elektro-

magneses spektrum egy sziik savjaba esik (elektromagneses fényelmeélet).
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s Increasing Frequency (v)

i
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Wisible spectrum

Increasing Wavelength (1) m nm —=

Megjegyzés: n=,/eu Osszetiiggéstsl vald eltérés oka az anyagi jellemzok
frekvenciafiiggése, azaz a diszperzio, amely végsé soron a mikroszkopikus

dipo6lusok és toltéshordozok tehetetlenségére vezethets vissza.
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elnevezés frekvencia hulldAmhossz
valtéaram 50 Hz 6000 km
hossz- 3-300 kHz 1-100 km
kozép- 300 kHz-3 MHz 100-1000 m
rovid- hullamok 3-30 MHz 10-100 m
ultrarovid- 30-300 MHz 1-10 m
mikro- 300 MHz-300 GHz 1-1000 mm
infravoros (IR) sugéarzas || 3-101 —3,75-10 Hz | 800 nm - 1mm
lathato fény 3,75 —7,5-10'" Hz 400-800 nm
ultraibolya (UV) sugérzéas 7,5 — 300 - 10'* Hz 10-400 nm
réntgen 3-10% —3.10%° Hz 1-10* pm
sugarak
gamma > 10%° Hz <1 pm
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5. Hullamterjedés vezetSkben

Tekintsiink egy homogén és izotrop, o vezetGképességi kozegben terjeds

1) = Eoei(wt—E-F)

1) = I:’Ioei(wt—E-F)

=l

E(

=l

H(

monokromatikus sikhullamot. Egyszert szamolassal

B . OE B
div E = —ik - E(F, t) - = wE(f 1)
rot E = —ikx E(F, t) AE = —K’E(%, t)

és hasonlo6 kifejezések addédnak a H magneses térerGsségre is.
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Mivel a konduktiv dramstriiség ﬁkond — oE az altalanositott Ohm-torvény

szerint, ezért a Maxwell-egyenletek alakja

rotI:i = —47TU D iﬁ—E
C c Ot
rot E = —ﬁa—H
c Ot

divE =0
divﬁ:O

—

divE = div H = 0 kdvetkeztében E-k =H -k = 0, vagyis az elektromos

és magneses térerisségek ez esetben is merdlegesek a terjedés irdnyat

kijelols k hullaAmszam-vektorra, vagyis Gjfent transzverzalis hullamokkal

van dolgunk.
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A Faraday—térvény szerint

mig az Ampére—toérvény kovetkeztében

ikxH(F t)=rot H= g4+ -1
C c Ot C

E(F, t)

és ezért
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Itt

a kozeg komplex dielektromos allandoéja.

A komplex dielektromos allando egy matematikai segédmennyiség, amely
lehet6vé teszi a kozeg vezetSképességének egyszert figyelembevételét.
Vegyiik észre, hogy nem szimplan egy komplex értékd anyagi jellemz6rél

van sz6, de emellett € képzetes része explicit médon fiigg a frekvenciatol!

Megjegyzés: teljes altalanossagban, egy fizikai rendszernek kiils§ hatasok-
ra adott valaszat leird altalanositott szuszceptibilitasok képzetes része a

disszipativ folyamatokat jellemzi.
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‘H(r,t)‘:%‘E(r,t)‘ és ‘E(r,t)’: éw”H(r,t)‘
kovetkeztében
Lo Euw?
’ ’ T2
és
o WV
c

ezért a hullamszam-vektor képzetes része nem zérus, de k mindig

felbonthat6 valos és képzetes részekre:

k=K-—-7—n
C

ahol K a valos hullamszam-vektor és  a kioltasi egyiitthato.
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A térerSsségek

E(f, t) = EO exp{_w_:ﬁ,f’ ei(wt—f{.f’)

— s WK — — ) — _’._’
H(F,t) = Hyexp{——1n-T gl(wi—K-F)
c
vagyis az amplitid6 exponenciilisan csokken n - r névekedésével.

Magyardzat: a hulldm elektromos mezeje altal gerjesztett konduktiv ara-
mok Joule-h&ét termelve disszipaljak a hullam energidjat, ezaltal csok-

kentve a térerGsségeket.

Mivel a csillapodas aranyos a frekvencidval és a kioltéasi egyiitthatoval,

ezért a kisebb frekvenciaji hullamok mélyebbre hatolnak a vezetd kozeg-

c
be: a behatolasi mélység —.
WK
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H(F, t) = \/;ﬁxﬁ(ﬁ t)
]

és ¢ komplex volta kivetkeztében az E(F,t) és H(F,t) térerGsségek mar

nem szinkronban oszcillalnak (szemben a szigetel6k esetével), hanem

4
d = arctan (ﬂ>

EW

faziskéséssel, tovabba az energiastirtiség magneses és elektromos jaruléka

altalaban nem egyenls, az egy periddusra vett atlaguk arédnya

[T \/ (4770)2
— =y/1+ | —
U, EW

SzigetelSkre 0 =0 és i, =1, mig j6 vezetSk estén d =7/4, és a mégneses

jarulék a meghatarozo az energiastirtiségben!
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A mikroszkopikus toltéshordozok tehetetlensége miatt késleltetett valasz
lép fel a tér gyors valtozasaira, ezért a komplex dielektromos allandé

bonyolult moédon fiigg a frekvenciatol.

Re&

ImE

103 10° 10° 102 10P°

L |
microwave  infrared E-'IS uv

Frequency in Hz
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Ez magyarazza, hogy mig szigetel6kre — pl. levegs, iiveg — a kioltasi
egyitthatd eltiinik, ezért altaldban atlatszéak, viszont vezetSkre — pl.
femek — igen nagy, igy azok atlatszatlanok (visszaverik és/vagy elnyelik
az elektroméagneses hullamokat), de példaul a konyhaséoldat jo vezets
létére mégis atlatszo, mig az ebonit atlatszatlan (bar jo szigetels), mert

magas frekvencidkon maéas az egyiitthatéjuk, mint alacsony frekvenciin!

Megjeqyzés: az okségi elv kovetkeztében a komplex dielektromos allando
valos és képzetes részének frekvenciafiiggése nem fiiggetlen egymastol,

0sszekotik Gket a Kramers-Kronig relaciok.

¢ frekvenciafiiggése miatt a kiilonbo6z6 frekvenciaja monokromatikus hul-

lamok mas-més sebességgel terjednek (diszperzio).
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