1 BEVEZETES

Elektrosztatika

1. Bevezetés

Hosszi (relaxaciés idénél hosszabb) idéfejlédés utédn altaldban minden
zart fizikai rendszer egyensulyi allapotba keriil, ahol megsziinik az alla-

potvaltozas.

Elektrosztatika: nyugvo elektromos toltések altal 1étrehozott elektromos

mezdk vizsgélata (nincs méagneses mezs).

Nincsenek mozgod toltések és allapotvaltozasok ~~ az aramstiriség elti-

nik, és minden jellemz6 mennyiség idében allando.
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2. A Coulomb-torvény

Két pontszeri toltés kozott hato elektromos eré az ket 6sszekots egyenes
mentén hat, és nagysiga (mely aranyos a toltések nagysigéaval) forditva

aranyos a tavolsdguk négyzetével
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Q1Q2

r2

F| o
Eszrevétel. Forditott négyzetes tavolsagfiiggeés esetleges

. 1
‘F‘ & r2+e

sértésének jelenlegi kisérleti korlatja |e| < 10712,

Coulomb-torvény kovetkeztében az R helyvektora pontba helyezett q
nagysagu ponttoltés elektromos téreréssége az r helyvektoria pontban

(vakuumban)
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Szuperpozicid elve: toltésrendszer altal kifejtett eré a rendszert

alkoto toltések altal kifejtett erdk (vektorialis) Osszegével egyenld.

(g1, R1), ..., (gn, Ry) ponttdltésekbol 4116 toltésrendszer elektrosztatikus

mezejének térerdssége vakuumban

Tekintsilink egy p(r) térfogati toltésstirtiségi folytonos toltéseloszlést, és
osszuk fel a teret V; infinitezimalisan kicsiny térrészekre: ezek mindegyi-

kének toltése g; :p(ﬁi)hfi} lesz, ahol R, jeloli a V; térrész valamely
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pontjanak helyvektorat, ezért jaruléka a térerGsséghez

(05 () — P<Rz-|>fm | I({ ‘g R.)

Ezen jarulékok felosszegzésével, a felosztast minden hataron til finomitva

kapjuk a teljes térerGsséget:

Hasonléan, egy n(r) feliileti toltésstrtségi, a X feliiletre lokalizalt

folytonos toltéseloszlas térerGssége

5 = (o) T2 jas
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Fentiek alapjan pontosan meg tudnank hatérozni (elvileg) az elektro-
sztatikus mezd térerdsségét barmely pontban, de ehhez tudnunk kellene
a pontos toltéseloszlast az egész Univerzumban (a kolcsonhatés végtelen

hatétavolsaga kovetkeztében).

Csak csak az Univerzum (nagyon) kicsiny részeirél vannak pontos, mé-
réseken alapuld ismereteink, viszont a téreréGsséget is csak ezekben a tér-

részekben kivanjuk meghatarozni.

Kérdés: hogyan tudjuk figyelembe venni a nem ismert tartomanyokban

uralkodo6 toltéssiiriséget?

Valasz: a fizikai jellemz6knek a vizsgalt tartomany hataran torténd

meghatarozasaval (holografikus elv).
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3. Az elektrosztatika egyenletei

p(T) térfogati toltésstrtségi folytonos toltéseloszlas elektrosztatikus

mezejének térerdssége (vakuumban)

p(F) és E(F) kozotti lokdlis osszefiiggesek?

Vektormezgsk lokalis tulajdonsagainak jellemzése: divergencia (forréssos-

sdg) és rotacid (Orvényesség).

Integral-tételek felhasznalasaval véges méretekre vonatkozo integralis alak.
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V=1v,€,+v,€,+v,€, vektormezs divergencidja (Descartes-koordinatakban)

a

OV, N v, N ov.,
or Oy 0z

divv =

skalarmeza.
Divergencia-tétel (Gauss-tétel): vektormezd divergencidjanak térfogati
integralja egy V térrészre egyenl$ a vektormezd feliileti integraljaval a

térrész 0V hatarfeliiletére.

/ div v d*t= / V() - d3

V oV




3 AZ ELEKTROSZTATIKA EGYENLETEI

V=1v,€,+v,€, +v,€, vektormezd roticidja (Descartes-koordinatakban)

ot ¥ — v, vy & 4 vy 0Ov, 5 vy Oug .
-\ Oy 0z ) 0z or ) Ox oy )~

vektormezd.

Folyadékidramlas esetén a sebességtér orvényességét jellemzi.

s,

Stokes-tétel: vektormez§ rotacidjanak feliileti integralja egy F feliiletre

egyenld a vektormezdének a feliiletet hatarolo 0F gorbére vett vonalmenti

/rot\_f’-dE:/\_f’(f’) - dr

F OF

integraljaval.
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divE = 47 p Gauss-torvény

Az elektrosztatikus mezd forrasai az elektromos toltések.

Integralis alak (Gauss-tétel felhasznalasaval)

ArQ=A4n /p<ﬁ) d°R /divﬁd3ﬁ:/E(f)-d§
\% \% A%

ahol () a )V térrészben talalhato Osszes toltés mennyisége, mig 9V annak

hatarfeliilete.

Gauss-torvény: a térerGsség-vektor feliileti integralja egy zart

felilletre egyenlé (vakuumban) a feliilet belsejében talalhato

Osszes tOltés 4m-szeresével.
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rot E=0
Az elektrosztatikus mezé orvénymentes!

Integralis alak (Stokes-tétel felhasznélasaval)
O:/rotf)-dngf](f’)-df"
F OF

tetszoleges F feliiletre, ahol OF jeloli annak hatarold gorbéjét.

Zart (feliiletet hatarold) v gorbe esetén a

—

W b= [ E()-dr

8

vonalintegral (az egységnyi ponttoltés v mentén torténé mozgatasa soran

végzett munka) zérus.
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Ha 71 és o gorbék kezds- és végpontjai megegyeznek, akkor v U (—72)
zart gorbe, ezért

Wiy = W [ye]

Kovetkezmény: tetszéleges v gorbe esetén

csak a v végpontjaitol fiigg.

Az elektrosztatikus mez8 konzervativ: toltések mozgasa soran az

elektrosztatikus mezé altal végzett munka csak a mozgas kezds- és

végpontjatdl fiigg, de fiiggetlen a mozgas soran befutott palyatol.
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4. Az elektrosztatikus potencial

Egy ®(r) skalarmez6 gradiense (Descartes-koordinatakban) a

0P 0P
dd=—¢€, + —
sra O i oy

(‘9_<I>
0z

—

€y, +

—

5%

vektormezd.
Gradiens az adott pontbeli maximalis valtozés iranyaba mutat, és nagy-
sdga a valtozas sebességét jellemzi (iranymenti derivalt): elég kicsiny Ar

elmozdulasra

—

O(F + Ar) = O(F) + Ar - grad O(F) + . ..
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Gradiens-tétel: skalarmez§ gradiensének egy v gorbére vett vonalmenti
integralja egyenlé a skalarmezdének a gorbe v, végpontjaban és v_ kez-

dépontjaban felvett értékének a kiillonbségével.

/ grad &-df = b(~,) — ©(7_)

Megjegyzés: gradiens-tétel a Newton-Leibnitz-formulat adja vissza ha -~y

egy egyenes szakasz.

Skalarmez6 gradiense mindig orvénymentes, és minden Orvénymentes

vektormezd elall egy megfelel§ skalarmezs gradienseként (lokalisan).
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rot E=0 kovetkeztében létezik egy olyan ¢ (1) skalarmezs — az

elektrosztatikus potencial — amelyre

Fizikai interpretacio:
B(Ty) — () = /grad &(F)-dF = —/E(F)-df
Y Y

barmely r-et ry-vel 6sszekots v gorbére, ahol a jobb oldalon az egységnyi
ponttoltés v mentén torténé mozgatasa soran végzett munka All.

Potencidlfogalom haszna: elektrosztatikus mez6 jellemzése egyetlen ska-

larmez6vel az E(F) harom (nem fiiggetlen!) komponense helyett.
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Mivel helyfiiggetlen skalarmez6 gradiense zérus, ezért

o' (F) = B(F) + A

—
.

(A egy konstans) ugyanazt az elektrosztatikus mezét irja le mint ®(r)

Csak a potencial-kiilonbségeknek van fizikai értelme, a potencidl maga

csak egy additiv konstans erejéig meghatarozott (mértékinvariancia).

0.

Potencial szokasos normalasa (ha lehetséges): ®(o0)

R helyvektorii pontba helyezett ¢ nagysagi ponttoltés elektrosztatikus

potencialja

@R () = E qﬁ\
r P
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Szuperpozicio elve: toltésrendszer potencialja a rendszert alkoto toltések

potencialjainak Osszege.

(q1, ﬁl), ooy (Gns f{n) ponttoltések rendszerének potenciilja

p(T) térfogati és n(r) feliileti toltésstirtiségi folytonos toltéseloszlas po-

tencialja

R . R
cI)(F):/ p(R) d3R+/ 1R g3
¥ R ¥ R|
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5. A Poisson-egyenlet

divE = A7 p
. = 4rp=—div(grad ®)
E=—grad ®
mas szdval
AP = —47p Poisson-egyenlet

ahol (Descartes-koordinatédkban)

0% P N 0% P N 0% P
or?  0Oy? 022

AP =div(grad ) =

a (skalaris) Laplace-operator.
Masodrendd parcidlis differencidlegyenlet a potenciélra.

Poisson-egyenlet linearis, ezért barmely két megoldas kiilonbsége kielégiti

a A® =0 Laplace-egyenletet.



5 A POISSON-EGYENLET

Poisson-egyenlet partikularis megoldasa infinitezimalis ponttoltések szu-

s L, & ,

> :0(_)) 31
wm!ﬁ_de

) tartomanyon kiviili elektromos toltések hatasa hatarfeltételek révén

(potencial viselkedése a hataron).

Poisson-egyenletnek mindig létezik (normaélas erejéig

egyértelmii) megoldasa adott hatarfeltételek mellett.

Poisson-egyenlet hatarfeltételeket kielégité megoldasa = partikularis meg-

oldas + Laplace-egyenlet megfelel6 megoldasa.
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6. VezetOk az elektrosztatikaban

Vezet6 kozeg konnyen elmozdithaté mikroszkopikus toltéshordozodkat tar-

talmaz makroszkopikus mennyiségben (pl. fémek).

Elektromos mez6 egy vezets belsejében mozgasba hozna a toltéshordo-
zokat (konduktiv toltésdramlas lépne fel), igy sztatikus egyensuly csak

akkor lehetséges, ha E=0.

VezetSk belsejébdl az elektrosztatikus mezs kiszorul!

E=—grad ® miatt elektrodak (Osszefliggs vezetd tartoméanyok) belsejé-

ben a potenciil konstans, az elektr6dak ekvipotencialis tartomanyok.
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A vezet( feliiletén oly moédon halmozédnak fel mikroszkopikus téltéshor-
dozok (indukalt feliileti toltésstirtiség), hogy annak belsejében — de nem
azon kiviill — elektromos mezejiik pontosan kioltsa, ’learnyékolja’ a kiils6

elektrosztatikus mezGt.

Poisson-egyenlet megoldasabdl (az elektrédékon kiviili térben) meghaté-

rozhat6 az indukalt feliileti toltésstirtiség.

Vezet( elektrodak szerepe: hatarfeltétel a Poisson-egyenlet megoldésanal

(potencial konstans az elektroda belsejében).
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7. Pontszerd dipodlus elektrosztatikus mezeje

Tekintsiik egy, az ﬁi helyvektori pontokban elhelyezett =g ponttoltések

altal alkotott elektromos dipoélust.

+q

)ﬁ)

=1

&

=R, —R_ jeloli a két toltést osszekots vektort, mig R=(R, + R_)/2

a dipolus toltéskozéppontjanak helyvektorat.

a

ﬁi:ﬁi

DO |
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) “R)) (F- B |+ - R.)
F-R,F-R| (F-R|[+[F-R,|)
4 (F-RP-F-Rp)
¥ — +Hr_R | (‘ ﬁ’—‘+‘F_ﬁ+‘)

Felhasznalva a tetszéleges vektorokra érvényes |V|*—|w|? = (V4w )-(V—w)

azonossigot (Vv=r — R_ és w=r — R, valasztassal)

(F) = qf
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Pontszert dipolus (|&| < |F — R|) esetén

ezért legalacsonyabb rendben ( p=ga a dipélmomentum-vektor)

—

() = P ;(r iI;})
- R
Innen az elektromos térerdsség
(s) = grad o(F) = S0 P)I D
- R
ahol
. F-R
n = —
¥ - R

a dipo6lustol a megtigyelési pont iranyaba mutatd egységvektor.
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Hengerszimmetrikus elektrosztatikus mez8, melynek tengelye parhuza-

mos a p dipélmomentummal.

A potencial a tavolsag négyzetével, mig a térerdsség a tavolsag kobével

forditva ardnyosan csokken barmely adott irany mentén.
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8. Folytonos dipéleloszlasok

Folytonos dipoleloszlasok: térfogati vagy feliileti ("kettdsréteg’).

000

Feliileti dipoleloszlas jellemezhetd egy skalar mennyiséggel, a v/(r) feliileti

momentumstriiséggel: egy r koriili, A feliiletelem-vektort infinitezimé-

lis feliiletdarab dipélmomentuma v(F¥)As (mindig normalis irdnyu).
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Osszuk fel a kettGsréteg X feliiletét kicsiny, R,; koriili és As; feliiletelem-

vektortl darabokra: ezek mindegyikének jaruléka a potencialhoz

Ezen jarulékokat felosszegezve, és a felosztast minden hatéron tl fino-
mitva kapjuk, hogy a v(r) feliileti momentumstirtiségti kettGsréteg po-

tencialja

o=t S IO g [ e s
2
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A potenciil nem folytonos, a kettSsrétegen adthaladva

o, (F) — ®_(F) = dnv(F)

ugrast szenved.
Térbeli folytonos dipdleloszlas jellemzése a momentumstirtiség-vektorral:

(egységnyi térfogat dipélmomentuma).

Ha a P(F) momentumstriségt dipoleloszlas a V tartomanyban lokalizalt,

akkor a potencial kifejezése

v

¥~ R[
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@,ﬁﬂzzﬁf+ﬁ®ﬁlm
¥ — R| I — R| ¥ — R|

vektoranalitikai azonossag és a Gauss-tétel felhasznalasaval

P div P .
wa5/dw ) - S VeeR
r—R[/ |F-R|

v

:/—divf)dgﬁ _|_/13(ﬁ> ﬁ(ﬁ) d3]
V oV

F-R|

ahol n(r) a 0V hatarfeliilet normalis egységvektora az r pontban.
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A potencidl alakja ugyolyan, mint egy
pp(T) = —div P
strtiségi folytonos térbeli toltéseloszlas és egy, a hatarfeliiletre lokalizalt
np(F) = P(F) - 1(F)

strtiségt feliileti eloszlas potencialjanak szuperpozicidja .
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9. A multipélus-kifejtés

Tekintsiink egy véges V térrészben lokalizalt folytonos térbeli toltéselosz-

last p(r) térfogati toltésstrtiséggel. A potenciél

- /0(_)) 3T
@(r)!lf_ﬁ|dR

Tavol V-t6l, amikor a megfigyelési pont barmely V-beli ponttdl mért

tavolsadga sokkal nagyobb, mint a V-beli pontok kolcsonos tavolsagai,

hasznalhat6 az alabbi sorfejtés.

1 1 F-R {3(F R)?-PR?)
— = =5t =3 T _ + -
r—R| [t |7 2|r]
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Behelyettesitve a potencial fenti kifejezésébe kapjuk a

5.F F-Q-F
o) = L 4B T, T

ERAGEREE

multipolus-kifejtést, ahol ¢= [ p(R)d°R a toltéseloszlas dssztdltése,
%

5= / J(RR AR
J

=
annak dipélmomentum-vektora, mig Q a kvadrupélmomentum-tenzor.

Globalis (eloszlas részleteitdl fliggetlen) jellemzdSk hatérozzak meg a po-

tencialt nagy tavolsagban.

Magasabb rendt (oktopodlus, stbh.) tagok altalaban elhanyagolhatok.
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10. Molekularis toltéseloszlasok

Makroszkopikus testek rendkiviil nagy szamu (=~ 10%3) elektromosan sem-
leges mikroszkopikus Osszetevét — atomok és molekuldk — tartalmaznak
(kivéve, ha megfelelGen nagy energidju folyamat, pl. radioaktiv sugarzas

kovetkeztében ionizalddnak).

Bar az atomok és molekuldk elektromosan semlegesek, de nem-trivialis
a toltéseloszlasuk: a pozitiv toltés a kis térfogata atommagokban kon-
centralodik, mig a negativ toltés az elektronfelhében szétkenve lelhetd
fel (kvantumeffektusok és magerék altal stabilizalt mikroszopikus toltés-

szétvalasztas).
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A teljes toltésstirtiség a molekularis skalanal sokkal nagyobb tavolsagokon
megfigyelhetd p(r) ’szabad’ toltéssiirtiség és az egyes molekulakon beliili
pi(T) toltésstirtségek Gsszege.

Molekularis toltéseloszlasok figyelembevételével a Gauss-torvény alakja

divE = A (p+>,p04)
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Eszrevétel.
r) =) pi(F)
i
jeloli az atomok/molekuldk "kotott’ toltésstrtiségét.

Az elektrosztatikus potencial

(1) d*R + / d3R Dac(T) + D, (
/|I._R| 2R 2.l

Az els6 tag a p(r) toltéseloszlas vakuumbeli potencidlja, mig a kozeg
jelenlétét a masodik tag tiikkrozi, amely az egyes atomok /molekuldk ®;(r)

jarulékainak Osszege.
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Barmely makroszkopikus térfogathoz viszonyitva, az egyes atomok /mole-

kulak pontszertiek és tavoliak ~» az egyes atomok /molekuldk jarulékai jo

kozelitéssel leirhatok a

i 5.-(F-R,) | (F-Ry)-Q-(F- R
&) = —B__ 4 P F-Ri) (¥ lQ—»(r )
¥ — R, ¥ — R;|3 2|lr — R;|°

multipol-sorfejtés segitségével, ahol R, jeloli az i-edik atom /molekula,
helyvektorat, ¢; = [ p;(¥) d*F az elektromos toltését, p; = [p;(¥) Fd*r a
dipolmomentumat, és végiil Q = [pi(¥)(3For — ) d*F a kvadrupol-

momentum tenzorat.

Atomok/molekulak elektromosan semlegesek, ezért az els6 tag hianyzik,

és csak a magasabb-rendid tagok adnak jarulékot.
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Nagy szama mikroszkopikus 6sszetevd barmely makroszkopikus térfo-
gatban, ezért a molekularis jarulékok oOsszege jol kozelitheté folytonos

dipolus-, kvadrupodlus-, stb. eloszlasokra vett integrallal

> 0i(F) = - R
; r—RJ[

= =

ahol P(R) => . Pi (a polarizacio-vektor) és Q(R) => . Q; jeldli a mole-
kularis dipdl- és kvadrupélmomentumok Osszegét egy R koriili egységnyi

térfogatban.
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Szabad toltések elektrosztatikus mezeje befolyasolja az egyes molekulak
belsd toltéseloszlasat (dielektromos polarizacio), ami makroszkopikus di-
polmomentum sidrtségre vezet, ezért a magasabb multipolus-jarulékok

elhanyagolhatok makroszkopikus skalan.

- = —

L= “T?;‘;;m

div P (T)
V@R + / () -dg
\r — R\ ¥ —

innen a kotott toltések sirtsége
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divE = 41 (,0 + Zzpz) Gauss-torvény kovetkeztében
Anp = div E — 47py, = div(E+47P)

vagyis
D = E + 47P

jeloléssel

divD = A p

~ ha (Q jeloli a V térrészben taldlhat6 Osszes toltést, akkor a Gauss-tétel

felhasznalasaval

)-ds = 47Q

=l

O

(
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11. Dielektromos polarizacié

Polaros molekulak (H,0, NHz, HC1): |f)'z‘ #+ (0 nem-zérus dipolmomentum

(oka strukturalis aszimmetria).

Apolaros molekulak (Hy, Oy, CHy): ’f)’z‘ = 0.

—

P(r) polarizaciés vektor az egységnyi térfogatban talalhaté molekulak

momentumainak 0sszege (dipélmomentum-stiriiség).



11 DIELEKTROMOS POLARIZACIO

Kiils6 mez§ hidnyaban a polaros molekuldak momentumainak irdnya alta-
laban véletlenszert, ezért — kivételes esetektdl eltekintve (pl. elektrétek

és ferroelektromos anyagok) — a P(F) polarizécios vektor zérus.

Dielektromos polarizacio: kiils6 elektromos mezé modositja mind a mo-
lekulakon beliili toltéseloszlasokat, mind dipédlmomentumaik irdnyanak
statisztikus eloszlasat, ezaltal makroszkopikus dipoélmomentum-stiriiséget

hozva létre.

Eszrevétel. Kvantum szinten vakuumpolarizacios effektusok lépnek fel
(virtualis parkeltés), de ezek makroszkopikus méreteknél nem jatszanak

szerepet.
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Harom alapvet$ polarizaciés mechanizmus:

1. Deformacios (elektron-)polarizacio: kiils§ elektromos mez6 defor-
malja a molekuldk negativ toltést elektronfelh§jét, megvaltoztatva
annak toltéskozéppontjat a pozitiv toltési atommagokhoz viszo-

nyitva ~» molekuldk elektromos dipolmomentuma megvaltozik.

E=0 E+0

1. dbra. Deforméaciés polarizacio
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2. Orientacios polarizacio: polaros molekuldk bels¢ dipélmomentu-
mat a kiilsé elektromos mezé igyekszik beforditani a sajat iranyaba
(ennek ellenében hat a hémozgas) ~~ megvaltozik a momentumok

iranyeloszlasa.

3. Tonpolarizacio: ionos kristalyokban az ellentétes toltési ionok re-
lativ helyzete megvaltozik a kiils6 mez6 hatasara, ezaltal megval-

toztatva a dipélusmomentum-stiriséget.

Orientacios és ionos polarizacio
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Polaros molekuldk esetén a domindns mechanizmus az orientaciés po-
larizacid, az elektron- és ionpolarizacidé csak apolaros molekuldk esetén

relevans.

Indukalt momentum mindig parhuzamos a kiils6 tér irdnyéval (és azzal

egy irdnyba mutat) izotrop anyagok esetén.

Homérsékletfiiggés: elektron- és ionpolarizacié gyakorlatilag fliggetlen a
hémérséklettsl, mig az orientacids polarizacié csokken novekvé hémeér-
séklettel, mert a termikus fluktuéiciok rendezetlenné teszik a molekularis

dip6lusok iranyat.

Piezo(piro-)elektromossag: mechanikai fesziiltség (hémérséklet valtozas)

indukalta polarizacio.
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12. Spontan polarizaci6

Nemzérus polarizaciés vektor (dipélmomentum-siirtiség) kiils6 tér hia-

nyaban is.

+.C
o
+.5l
.2
.0
Ny

+.51
+5.01
5
.0
+.00
ol

Elektrétek: olyan polaris molekulakbol all6 mianyagok és viaszok, me-
lyek momentumai befagytak egy iranyba, miutan azokat egy kiils6¢ mez6

egy magasabb hémérsékleten rendezte (metastabil allapot).



12 SPONTAN POLARIZACIO

Ferro-elektromos anyagok: erés molekularis dipolus-dipolus kolesonhaté-
sok kovetkeztében makroszkopikus méretd domének alakulnak ki parhu-
zamos momentumokkal ~~ lehetéség nemzérus polarizaciora kiils6 mezd

hianyaban is.

Novekvs hémérséklettel spontdn polarizacié eltinik a ferro-elektromos
Curie-hémeérsékleten, mivel a hémozgas energidja rendezetlenné teszi a

momentumok irdnyat (masodrendd fazisatalakulas).

Momentumok irdnya fiigg a minta torténetétsl, és csak specialis prepa-

ralas esetén teljesen véletlenszer.
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Az egyes molekularis momentumok csak a domének hatéran véltozhat-
nak (ahol a tébbi momentum hatisa nem annyira jelent6s) ~~ doménfalak
mozgasa a kiils6 mezd hatasara: a kiilsé mezd iranyaval kozel parhuza-

mos domének nének a tobbiek rovasara, ezaltal a polarizacio is valtozik.

Szaturacio, amikor mar csak egy domén marad, és az 0sszes momentum

parhuzamos a kiils6é mez§ iranyaval.

—epe.

N .
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Polarizaciés gorbe

Hiszterézis: polarizacié nem csak az adott id6pontbeli elektromos mezs-

t6l fligg, de annak korabbi értékeitdl is (memoria-effektus).
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13. A permittivitas (dielektromos allando)

Spontan polarizacié hianyaban a P polarizacios vektor jol kozelithetd E
szerinti sorfejtésének néhany elsé tagjaval
P = XeE + ...

Xe a koOzeg elektromos szuszceptibilitasa: izotrop anyagokra skalar, mig
anizotrop anyagokra tenzor.

D =E + 47P = ¢E
linearis anyagi Osszefiiggés, ahol e =1+4my, a kdzeg permittivitasa
(dielektromos allandéja).

Vakuumban y.=0 és e=1, azaz D=E.
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anyag permittivitas

viz 30
etanol 24
metanol 33
polietilén 2.2
PVC 6.1
plexi-iiveg 3.4
paraffin viasz 2.2
barium-titanat >2100

Néhany anyag permittivitasa szobahémérsékleten
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Mivel izotrop kozegben P egyiranyud E—Vel, ezért x>0 és e>1.

Kotott molekularis toltések siirtisége (homogén izotrop kézegben)

mig a teljes (szabad + kotott) toltésstirtiség

P+ﬂb=B
g

Poisson-egyenlet:
div(e(r) grad ®) = —47p(T)

Homogén és izotrop kozegben

4
Ab = P
E

_1—5

P
€
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Kozeg polarizacidjanak hatésa: szabad toltések learnyékolasa

O+ O+
. G+
- .5_.
b+

d+

5+ "5

G+

5=

9®

o+ o+

&+

Coulomb-torvény (homogén és izotrop) dielektrikumban

)
°
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14. Illesztési feltételek kozegek hataran

Adott kozeg belsejében a térjellemzdk folytonosan valtoznak, de két kii-
16nboz6 kozeg hatardn egyesek ugrast szenvednek, vagyis a hatéarfelii-
let egy adott pontjaban a térjellemzdk értéke fiigg attol, hogy a pontot
a feliilet melyik oldalarél (melyik kozeg belsejében) kozelitjiik meg: ha
minden térjellemzé folytonosan valtozna, akkor mindkét kozegben ugyan-
azon anyagi osszefiiggések teljesiilnének, és a két kozeg nem kiilonbozne

egymastol elektromos szempontbdl.

Hatarfeliileten toltések halmozodhatnak fel (illetve d&ramolhatnak annak

mentén) ~ feliileti toltések és dramok eredete.
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Megjegyzés: a hatarteliilet egy makroszkopikus idealizédci6, val6jaban egy
vékony, néhany atomnyi vastagsagu rétegrsl van szo, amelyen beliil a
térjellemzdk gyorsan, de folytonosan valtoznak, viszont makroszkopikus
skalan ez az adtmeneti zona egy matematikai felilletként kezelhets, és a

térjellemzdk gyors valtozasa diszkontinuitasként irhato le.
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Valasszuk ki a hatarfeliilet egy F darabjat, és jelolje V a hatarfeliile-
tet merdlegesen metszd, mindkét kozegbe h tavolsdgra benyulo, F alapt

hengeres testet. Jelolje tovabba F_ és F. a hengerfeliilet alap és fed6-

lapjat, és P a palastjat.

1:l+
[y ]
+ %
..-""-—‘ "‘-i- 7
=" 7,
N Tlof ez
7 gl A



14 ILLESZTESI FELTETELEK KOZEGEK HATARAN

Amennyiben @) jel6li a )V belsejében taldlhatd Gsszes toltést, akkor

47TQ:/]3-d§:/]3-d§+/ﬁ-d§+/ﬁ-d§
oV P F- Fy
Ahogy a henger magassiga nullahoz tart (h— 0 hatareset), a belsejében
talalhato toltések a hatérfeliiletre koncentralédnak, igy

Q= [ (e)|as] = [n(e)si(e) - a5

F F

ahol n(T) a feliileti toltésstiriiség, mig n(r) a hatarfeliilet r-beli normalisa.
Ahogy a hengert a feliiletre lapitjuk, a P palastra vett [ D -ds integral,
P

mivel a palast felszinével aranyos, nulldhoz tart

/ﬁ-d§—>0
P
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Az F_ alap- és a Fy fed6lap a h — 0 hataresetben az F-re simul, de

ellentétes irdnyd normalissal, ezért

/D d5—>/Di (+n)|ds|= /

tekintetbe véve, hogy az F, mentén ]3+, mig F_ mentén D_ a térjel-

lemz6 értéke. Innen

/47r77(1?-) f(F) - d5 = 47Q = /(13+ _ 13_) .d3

F F
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Fentiek alapjan a hatarfeliilet tetszSlegesen valasztott F darabjara

/ (B.(#) - D_(¥) — 4mpi(r)) - d5=0

F

Az F feliiletet egy pontra 6sszehiizva (mivel a ds feliiletelem parhuzamos

az n normélis egységvektorral) adodik

ﬁ' (]34. —]3_> :47T77

D normaélis komponense 47 nagysagu ugrast szenved a hatarfeliileten!
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Vezets-dielektrikum hatarfeliileten, mivel a vezetS belsejébdl az elekt-
rosztatikus mez8 kiszorul (f) = 0), ezért D normalis komponensének
dielektrikumbeli értéke a hatarfeliileten az indukalt feliileti toltéssirtség
4m-szerese ~~ vezetd testet kettéosztva elég kicsiny, n normalisi és F

felszind keresztmetszet mentén, az egyes részek
Qr=+Fi-D

toltésre tesznek szert ~~

D=E + AP az eltolasi vektor!
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Legyen L egy, a két kozeg hatarat merdSlegesen metszé kicsiny téglalap,

melynek hatara OL=a + b + ¢ 4+ d a megtelels iranyitasokkal.
.E = ) iy 70

nx{E,—E}=0

Az elektrosztatikus mez6 konzervativ, igy

0= /E(F)-df:/E(F)-df’+/f)(?)-df’+/f)(?)-df’+/f)(1?)-df’

oL a b c d
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Ha L-t razsugoritjuk a hatarfeliiletre, akkor b és d gorbék hossza 0-hoz
tart, ezért a b és d menti integralok 0-hoz tartanak, mig a és ¢ rasimul (el-
lentétes iranyitassal) a feliiletre egy v gorbe (a téglalap és a hatérfeliilet

metszésvonala) mentén, igy

barmely, a hatarfeliilet belsejében futd v gorbére.
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Infinitezimalis ¢, — 0 hosszusagu gorbeszakasz esetén
0= /(i _ E_) dF = <E+(F) ~ E_(f)) e,
gl

ahol t a ~v gorbe érintévektora az r helyvektort pontban, ahonnan

—

E.(f) t=E_(F)-t

barmely, a hatarfeliiletet érinté t vektorra.

A térer6sség tangencialis (érintGirdnytd) komponense

folytonosan valtozik kiilonb6z6 kozegek hataran!

A térerGsség-vektor ugrasa mindig normalis irdny.
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