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Vektoranalízis

1. Alapfogalmak

Vektor: olyan mennyiség, amelyet egy nagyság és egy irány jellemez

(vektor hossza = nagyságának abszolút értéke).

Példák: elmozdulás, sebesség, er®, impulzus, stb.

Térbeli pontok jellemezhet®k r⃗ helyvektorukkal: tetsz®legesen választott

O referenciapontból (origó) a kérdéses pontba mutató vektor.
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Parallelogramma-szabály: a⃗ és b⃗ vektorok a⃗+ b⃗ összege és a⃗− b⃗ különb-

sége az általuk kifeszített parallelogramma két átlója.

Skalár és vektor szorzata: eredetivel párhuzamos irányú vektor, nagysága

megegyezik a skalár és a vektor nagyságának szorzatával (egy irányba

mutat az eredetivel ha a skalár pozitív, és ellentétes irányú ha negatív).
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Skalárszorzat:
a⃗ · b⃗ = |⃗a||b⃗| cos θ

ahol θ az a⃗ és b⃗ iránya által bezárt szög.

a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗ szimmetria

(αa⃗+ βb⃗) · c⃗ = αa⃗ · c⃗+ βb⃗ · c⃗ linearitás

a⃗ · a⃗ = |⃗a|2 ≥ 0 pozitivitás
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Vektoriális (kereszt-)szorzat: a⃗×b⃗ olyan vektor, amely mer®leges mind-

két vektorra, nagysága pedig megegyezik a két vektor által kifeszített

parallelogramma el®jeles területével.

|⃗a×b⃗| = |⃗a||b⃗| sin θ

|⃗a · b⃗|2 + |⃗a× b⃗|2 = |⃗a|2|b⃗|2

Hármasszorzat ('vegyes szorzat'):
(
a⃗, b⃗, c⃗

)
= a⃗·(b⃗×c⃗).
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Az
(
a⃗, b⃗, c⃗

)
hármasszorzat egyenl® az a⃗, b⃗ és c⃗ vektorok által kifeszített

paralelepipedon (el®jeles) térfogatával, vol
(
a⃗, b⃗, c⃗

)
-vel.

Nem-zérus vektorok hármasszorzata akkor és csak akkor nulla, ha azok

koplanárisak (egysíkuak).
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M¶veleti szabályok:

b⃗×a⃗ = −a⃗×b⃗ antiszimmetria

(αa⃗+ βb⃗)×c⃗ = α(a⃗×c⃗) + β(b⃗×c⃗) linearitás

a⃗×(b⃗×c⃗) = (a⃗·c⃗)b⃗− (a⃗·b⃗)⃗c kifejtési tétel

(a⃗×b⃗)·(⃗c×d⃗) = (a⃗·c⃗)(b⃗·d⃗)−(a⃗·d⃗)(b⃗·c⃗) Lagrange�azonosság

(a⃗×b⃗)×(⃗c×d⃗) =
(
a⃗, b⃗, d⃗

)⃗
c−

(
a⃗, b⃗, c⃗

)
d⃗(

a⃗, b⃗, c⃗
)
=

(
b⃗, c⃗, a⃗

)
Nem-zérus vektorok skalár-, ill. kereszt-szorzata akkor és csak akkor

nulla, ha azok mer®legesek, ill. párhuzamosak.
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Vektorok numerikus jellemzése vektorkomponensekkel.

Bármely három nem koplanáris e⃗1, e⃗2 és e⃗3 vektor bázist alkot, mert

minden vektor egyértelm¶en el®állítható

a⃗ = a1e⃗1 + a2e⃗2 + a3e⃗3

alakban valamely a1, a2 és a3 skalár együtthatókkal, az a⃗ vektor {e⃗1, e⃗2, e⃗3}

bázisra vonatkozó vektorkomponenseivel.

Ortonormált bázis: egységnyi hosszúságú és egymásra kölcsönösen me-

r®leges ('ortogonális') vektorok alkotta {e⃗1, e⃗2, e⃗3} bázis

e⃗i · e⃗j = δij =

{
1 if i=j

0 if i ̸=j
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vol
(
e⃗1, e⃗2, e⃗3

)
= ±1 bármely ortonormált bázisra (pozitív/negatív el®-

jellel jobb/bal-sodrású esetben).

Az a⃗ vektor komponenseinek kifejezése egy {e⃗1, e⃗2, e⃗3} ortonormált bá-

zisra vonatkozóan ai = a⃗ · e⃗i, míg a különféle vektorszorzatok kifejezése

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 + a3b3

a⃗× b⃗ = (a2b3 − a3b2)⃗e1 + (a3b1 − a1b3)⃗e2 + (a1b2 − a2b1)⃗e3

és

vol
(
a⃗, b⃗, c⃗

)
= det


a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3


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2. Skalár-, vektor- és tenzormez®k

Skalár(vektor-, tenzor-)mez®: adott tenzori jelleg¶ helyfügg® mennyiség.

Helyfügg® Amennyiség jellemzése A(⃗r) függvénnyel (Amennyiség értéke

az r⃗ helyvektorú pontban).

Skalármez® geometriai jellemzése szintfelületekkel (azon pontok mértani

helye, melyeken a skalármez® ugyanazon értéket veszi fel).

Vektormez® geometriai jellemzése áramgörbékkel (azon görbék, melyek

érint®je minden pontban párhuzamos a vektormez® adott pontban felvett

értékének irányával).
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3. Görbevonalú koordináták

Görbevonalú koordináták: háromdimenziós tér pontjainak jellemzése

(u1, u2, u3)∈D valós számhármasokkal, ahol D⊆R3 egy olyan részhal-

maz (fundamentális tartomány), melynek két különböz® bels® pontja két

különböz® térbeli pontnak felel meg (határra ez már nem szükségszer¶).

Görbevonalú koordináták választása tetsz®leges, csak praktikus megfon-

tolások befolyásolják (pl. szimmetria).

Görbevonalú koordináták választását jellemz® r⃗(u1, u2, u3) összefüggés

minden (u1, u2, u3)∈D számhármas esetén megadja a megfelel® térbeli

pont helyvektorát.
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Példák:

1. (x, y, z) Descartes-koordináták

D = {(x, y, z) | −∞<x, y, z<+∞}

r⃗(x, y, z) = xe⃗1 + ye⃗2 + ze⃗3

Térfogatelem: d3r⃗ = dx dy dz.
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2. (ϱ, φ, z) hengerkoordináták

D = {(ϱ, φ, z) |0≤ϱ<+∞, 0≤φ<2π,−∞<z<+∞}

r⃗(ϱ, φ, z) = ϱ cosφ e⃗1 + ϱ sinφ e⃗2 + z e⃗3

Térfogatelem: d3r⃗=ϱ dϱ dφ dz
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3. (r, ϕ, ϑ) gömbkoordináták

D = {(r, ϕ, ϑ) |0≤r<+∞, 0≤ϕ<2π, 0≤ϑ<π}

r⃗(r, ϕ, ϑ) = r cosϕ sinϑ e⃗1 + r sinϕ sinϑ e⃗2 + r cosϑ e⃗3

Térfogatelem: d3r⃗=r2 sinϑ dr dϕ dϑ
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1. Descartes-koordináták ↔ hengerkoordináták:

ϱ =
√

x2 + y2 x = ϱ cosφ

φ = arctan
(y
x

)
y = ϱ sinφ

z=z

2. Descartes-koordináták ↔ gömbkoordináták:

r =
√

x2 + y2 + z2 x = r cosϕ sinϑ

ϕ = arctan
(y
x

)
y = r sinϕ sinϑ

ϑ = arccos
( z√

x2 + y2 + z2

)
z = r cosϑ
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4. Vonalmenti integrálok

Tekintsünk egy Γ folytonos görbét és egy A(⃗r) helyfügg® mennyiséget.

A Γ görbe minden Γ =∪N
i=1Γ i felosztására át nem lapoló kis darabokra

jelölje r⃗i a Γ i valamely pontját és ∆r⃗i a kezd®pontjából a végpontjába

mutató vektort.
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Ahogy a felosztást �nomítjuk, azaz max
i

|∆r⃗i| (görbeszakaszok hossza)

egyre kisebb és kisebb lesz, a
N∑
i=1

A(⃗ri) ⋆∆r⃗i

összeg � ahol ⋆ valamely (skaláris, ill. vektoriális) szorzatot jelöl � egy
�

Γ

A(⃗r) ⋆ dr⃗

határértékhez tart, az A(⃗r) mennyiség Γ -menti vonalintegráljához.
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Skalármennyiség vonalintegrálja mindig vektormennyiség, viszont egy

w⃗(⃗r) vektormez®nek két különféle integrálja képezhet®: egy
�
Γ

w⃗(⃗r) · dr⃗

skaláris, és egy
�
Γ

w⃗(⃗r)×dr⃗ vektoriális vonalintegrál.

A Γ görbe ismert r⃗(t) paraméterezése esetén (ahol r⃗(0) a Γ kezd®pontja,

míg r⃗(1) a végpontja) a vonalintegrál számolása egy határozott integrálra

vezethet® vissza az alábbi képlet segítségével

�

Γ

A(⃗r) ⋆ dr⃗ =

1�

0

(
A(⃗r(t)) ⋆

d⃗r

dt

)
dt
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5. Felületi integrálok

Tekintsünk egy Σ felületet és egy azon értelmezettA(⃗r) helyfügg® mennyi-

séget. Osszuk fel a felületet kicsiny, át nem lapoló Σi darabokra: ezek

mindegyikét jellemezhetjük valamely bels® pontjuk r⃗i helyvektorával és

∆⃗si felületelem-vektorukkal, mely az r⃗i pontbeli normális (a felületre

mer®leges) irányba mutat, míg nagysága megegyezik a felületdarab |Σi|

területével.
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Ahogy a felosztást �nomítjuk, azaz max
i

|Σi| egyre kisebb lesz, a

∑
i

A(⃗ri) ⋆ ∆⃗si

összeg (tetsz®leges ⋆ szorzatra) a
�

Σ

A(⃗r) ⋆ d⃗s

határértékhez tart, az A(⃗r) mennyiség Σ feletti felületi integráljához.

Skalármez® felületi integrálja mindig vektormennyiség, ezzel szemben

egy w⃗(⃗r) vektormez®nek két különböz® felületi integrálja képezhet®: egy
�
Σ

w⃗(⃗r) · dr⃗ skaláris és egy
�
Σ

w⃗(⃗r)×dr⃗ vektoriális.
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Ha adott a felület egy r⃗(u, v) parametrizációja, ahol (u, v) ∈D ⊆R2, a

felületi integrál egy kett®s integrálra redukálódik az alábbi képlet alapján
�

Σ

A(⃗r) ⋆ d⃗s =

�

D

{
A(⃗r (u, v)) ⋆

( ∂r⃗

∂u
× ∂r⃗

∂v

)}
dudv

Egy zárt (határoló görbe nélküli) Σ felület mindig egy korlátos V térrészt

határol: Σ = ∂V. Ilyenkor konvenció szerint a Σ normálisa kifelé mutat

a V tartományból.
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6. Térfogati integrálok

Tekintsünk egy V térrészt és egy azon értelmezettA(⃗r) helyfügg® mennyi-

séget. Osszuk fel a térrészt kicsiny, át nem lapoló Vi részekre, és jelölje

|Vi| ezek térfogatát, míg r⃗i valamely bels® pontjuk helyvektorát. A∑
i

A(⃗ri) |Vi|

összegek a felosztás �nomításával egy véges határértékhez tartanak, az
�

V

A(⃗r)d3r⃗

térfogati integrálhoz.
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A térfogati integrál tenzori jellege ugyanaz, mint az integrandusé, és

a V térrész (el®jeles) térfogata egyenl® az A(⃗r) = 1 konstans függvény

tréfogati integráljával:

|V| =
�

V

1d3r⃗

Ha ismert a térrész pontjainak egy r⃗(u1, u2, u3) parametrizációja vala-

mely (u1, u2, u3)∈D⊆R3 görbevonalú koordináták segítségével, akkor a

térfogati integrál átalakítható egy hármas integrállá
�

V

A(⃗r)d3r⃗ =

�

D

A(⃗r(u1, u2, u3))vol
( ∂r⃗

∂u1
,
∂r⃗

∂u2
,
∂r⃗

∂u3

)
du1du2du3
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7. Divergencia és rotáció

Egy v⃗(⃗r) vektormez® div v⃗ divergenciájának ('forrásosság') és rot v⃗

rotációjának ('örvényesség') értéke egy adott pontban

div v⃗ = lim
1

|V|

�

∂V

v⃗(⃗r) · d⃗s

rot v⃗ = lim
-1
|V|

�

∂V

v⃗(⃗r)×d⃗s

ahol a határértéket úgy kell képezni, hogy a |V| térfogatú és ∂V határoló

felület¶ V térrészt a kérdéses pontra zsugorítjuk.

Egy vektormez® divergenciája (skalármez®) és rotációja (vektormez®)

annak lokális viselkedését jellemzik.
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A v⃗ vektormez® divergenciájának és rotációjának kifejezése Descartes-

koordinátákban

div v⃗ =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

illetve

rot v⃗ =

(
∂vz
∂y

− ∂vy
∂z

)
e⃗x +

(
∂vx
∂z

− ∂vz
∂x

)
e⃗y +

(
∂vy
∂x

− ∂vx
∂y

)
e⃗z

Vektormez® rotációja mindig forrásmentes, azaz

div(rot v⃗) = 0

Fordítva, ha egy vektormez® forrásmentes, akkor egy másik vektormez®

rotációja (egyszeresen összefügg® tartomány belsejében).
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Divergencia-tétel (Gauss-tétel): vektormez® divergenciájának térfogati

integrálja egy V térrészre egyenl® a vektormez® felületi integráljával a

térrész ∂V határfelületére
�

V

div v⃗ d3r⃗=

�

∂V

v⃗(⃗r) · d⃗s

Stokes-tétel: vektormez® rotációjának felületi integrálja egy F felületre

egyenl® a vektormez®nek a felületet határoló ∂F görbére vett vonalmenti

integráljával �

F

rot v⃗ · d⃗s=
�

∂F

v⃗(⃗r) · dr⃗
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8. Skalármez® gradiense

Egy Φ(⃗r) skalármez® gradiense a

gradΦ = lim
1

|V|

�

∂V

Φ(⃗r) d⃗s

képlettel értelmezett vektormez®, ahol a határértéket úgy kell képezni (a

divergencia és a rotáció de�níciójához hasonlóan), hogy a |V| térfogatú

és ∂V határoló felület¶ V térrészt a vizsgált pontra zsugorítjuk.

A gradiens kifejezése Descartes-koordinátákban

gradΦ =
∂Φ

∂x
e⃗x +

∂Φ

∂y
e⃗y +

∂Φ

∂z
e⃗z
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Gradiens-tétel: skalármez® gradiensének egy Γ görbére vett vonalmen-

ti integrálja egyenl® a skalármez®nek a görbe Γ + végpontjában és Γ−

kezd®pontjában felvett értékének a különbségével
�

Γ

gradΦ·dr⃗ = Φ(Γ +)− Φ(Γ−)

Megjegyzés: gradiens-tétel a klasszikus Newton-Leibnitz-formulát adja

vissza ha γ egy egyenes szakasz.

Következmény : elég kicsiny ∆⃗r elmozdulásra

Φ(⃗r+ ∆⃗r) = Φ(⃗r) + ∆⃗r · gradΦ(⃗r) + . . .
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Egy Φ(⃗r) skalármez®

∂Φ

∂n⃗
= lim

ε→0

Φ(⃗r+ εn⃗)− Φ(⃗r)

ε

iránymenti deriváltja (változási sebessége az n⃗ egységvektor irányában)

egyenl® a gradΦ ·⃗n skalárszorzattal, ezért a gradiens a leggyorsabb válto-

zás irányába mutat, és nagysága a maximális változás sebességét jellemzi.

Skalármez® gradiense mindig örvénymentes:

rot(gradΦ) = 0⃗

Fordítva, minden örvénymentes vektormez® el®állítható (lokálisan) egy

megfelel® skalármez® gradienseként.
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9. A Laplace-operátor

A skaláris Laplace�operátor minden Φ(⃗r) skalármez®höz hozzárendeli

gradiensének divergenciáját, azaz a

∆Φ = div(gradΦ)

skalármez®t rendeli hozzá, míg a vektoriális Laplace�operátor egy w⃗(⃗r)

vektormez®höz a

∆w⃗ = grad (div w⃗)− rot(rot w⃗)

vektormez®t.
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A skaláris Laplace�operátor kifejezése Descartes-koordinátákkal

∆Φ =
∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2
+

∂2Φ

∂z2

míg a vektoriális Laplace�operátoré

∆w⃗ =

(
∂2wx

∂x2
+

∂2wx

∂y2
+

∂2wx

∂z2

)
e⃗x +

(
∂2wy

∂x2
+

∂2wy

∂y2
+

∂2wy

∂z2

)
e⃗y

+

(
∂2wz

∂x2
+

∂2wz

∂y2
+

∂2wz

∂z2

)
e⃗z

Vagyis a vektoriális Laplace�operátor hatását úgy kaphatjuk meg, hogy a

skaláris Laplace�operátort alkalmazzuk a w⃗(⃗r) vektormez® minden egyes

Descartes�komponensére külön-külön.
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