1 ALAPFOGALMAK

Vektoranalizis

1. Alapfogalmak

Vektor: olyan mennyiség, amelyet egy nagysag és egy irdny jellemez

(vektor hossza = nagysiginak abszolut értéke).
Példak: elmozdulas, sebesség, erd, impulzus, stb.

Térbeli pontok jellemezhetsk r helyvektorukkal: tetszélegesen valasztott

O referenciapontbdl (origd) a kérdéses pontba mutaté vektor.
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Parallelogramma-szabaly: a és b vektorok a-+b Osszege és a — b kiilénb-

sége az altaluk kifeszitett parallelogramma két atloja.

Skalar és vektor szorzata: eredetivel parhuzamos iranya vektor, nagysaga
megegyezik a skalar és a vektor nagysaganak szorzataval (egy irdnyba

mutat az eredetivel ha a skalar pozitiv, és ellentétes iranyta ha negativ).
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Skalarszorzat: ~ _
a-b = |al|b|cosf

ahol 0 az a és b iranya altal bezart 5z0g.

szimmetria

linearitas

pOzZitivitas
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Vektoridlis (kereszt-)szorzat: &x b olyan vektor, amely merGleges mind-

két vektorra, nagysidga pedig megegyezik a két vektor altal kifeszitett

parallelogramma, elGjeles teriiletével.

&xb| = |&||b|sin 6

- b[* + |&@ x b|* = |a]*|b|?

Harmasszorzat ('vegyes szorzat’): (&, b, ¢)=a-(bx¢).
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Az (é’, B, 6) harmasszorzat egyenl$ az a, b és € vektorok altal kifeszitett

paralelepipedon (elGjeles) térfogatéval, vol(i, b, 6)—ve1.

Nem-zérus vektorok harmasszorzata akkor és csak akkor nulla, ha azok

koplanarisak (egysikuak).
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Miiveleti szabalyok:

bxi=—axb antiszimmetria
(a& + Bb)x € = a(ax ) + B(bx <) linearités
dx(bx¢) = (&-€)b — (a-b)¢ kifejtési tétel

(b-d)—(&-d)(b-€) Lagrange—azonossig

Nem-zérus vektorok skalar-, ill. kereszt-szorzata akkor és csak akkor

nulla, ha azok merdlegesek, ill. parhuzamosak.
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Vektorok numerikus jellemzése vektorkomponensekkel.

Barmely harom nem koplanaris €;,€s és €3 vektor bazist alkot, mert

minden vektor egyértelmiien elallithato
a— alél + CL262 + agég

alakban valamely a1, as és ag skalar egyiitthatokkal, az a vektor {€1, €5, €3}

bazisra vonatkoz6 vektorkomponenseivel.

Ortonormalt bazis: egységnyi hossziisdgi és egymaéasra kolcsonosen me-
réleges (Cortogonalis’) vektorok alkotta {€1, €3, €3} bazis

1 ifi=j
8 & =6 =
0 if i
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vol(él,ég,ég) = +1 barmely ortonormaélt bazisra (pozitiv/negativ els-

jellel jobb /bal-sodrast esetben).

Az a vektor komponenseinek kifejezése egy {€;, €5, €3} ortonormélt béa-

zisra vonatkozodan a; = a - €;, mig a kiilonféle vektorszorzatok kifejezése
a-b= a1b1 + CLQbQ + CL3b3

5: X B = (a2b3 — agbg)él + (agbl — albg)§2 + (albg — agbl)ég

és

(&1 a a3\
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2. Skalar-, vektor- és tenzormezdék

Skalar(vektor-, tenzor-)mezd: adott tenzori jellegt helyfliggé mennyiség.

Helyfliggé A mennyiség jellemzése A(r) fiiggvénnyel (A mennyiség értéke

az T helyvektord pontban).

Skalarmezé geometriai jellemzése szintfeliiletekkel (azon pontok mértani

helye, melyeken a skaldrmez$ ugyanazon értéket veszi fel).

Vektormezs geometriai jellemzése dramgorbékkel (azon gérbék, melyek
érint6je minden pontban parhuzamos a vektormezs adott pontban felvett

értékének irdnyéaval).
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3. Gorbevonala koordinatak

Gorbevonali koordinatak: haromdimenzios tér pontjainak jellemzése
(u1,us,us) €D valés szamharmasokkal, ahol D C R? egy olyan részhal-
maz (fundamentalis tartomany), melynek két kiilonb6z6 bels6 pontja két

kiilénb6z6 térbeli pontnak felel meg (hatarra ez mar nem sziikségszerti).

Gorbevonali koordinatak valasztasa tetszéleges, csak praktikus megfon-

tolasok befolyasoljak (pl. szimmetria).

Gorbevonala koordinatak vélasztasat jellemzé r(uq,us,uz) Osszefliggés
minden (u1,us,u3) € D szamhérmas esetén megadja a megfelels térbeli

pont helyvektorat.
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Példak:

1. (x,y, z) Descartes-koordinatak

D ={(x,y,2)| —co<z,y,2<+o0}

i |

Al
/ '.HEH"*..F
Yyl

X

r(x,y,z) = r€1 + y€s + z€3

Térfogatelem: d°r = dxdydz.
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2. (o, ¢, z) hengerkoordinatak

D={(0,p,2)][0<0<+00,0<p<2m, —00 <2< +00}

r'(0,p,2) = 0cos p & + psinp&; + z €3

Térfogatelem: d°r=pdodpdz
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3. (r,¢,9) gdbmbkoordinatik
D=A{(r,¢,9)[0<r<+00,0<¢p<2m,0<d<7}
£
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r'(r,¢,9) =rcos¢sinid € + rsin ¢ sin v €s + r cos v €3

Térfogatelem: d*F=r?sind dr d¢ dd
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1. Descartes-koordinatédk <+ hengerkoordinatak:

0=\ x2+1y? T = 0COS

_ Y e
Y = arctan(;) Yy = oSNy

2. Descartes-koordinatak <+ gombkoordinatak:

r=\/z2 4 y2 + 22 T = rcos¢sind
¢ = arctan(g) Yy = rsin ¢sin v
x
P
V= arccos( ) 2z =1rcosv

Va2 +y? + 22
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4. Vonalmenti integralok

Tekintslink egy I' folytonos gorbét és egy A(F) helyfliggé mennyiséget.
A T gorbe minden I'=UL_| I'; felosztasara 4t nem lapol6 kis darabokra
jelolje ¥; a I'; valamely pontjat és Ar; a kezdSpontjabol a végpontjaba

mutatd vektort.
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Ahogy a felosztast finomitjuk, azaz max |Ar;| (gorbeszakaszok hossza)

egyre kisebb és kisebb lesz, a
N

1=1

Osszeg — ahol x valamely (skalaris, ill. vektorialis) szorzatot jeldl — egy
/ A(T) % dr
r

hatarértékhez tart, az A(r) mennyiség I'-menti vonalintegraljahoz.
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Skalarmennyiség vonalintegralja mindig vektormennyiség, viszont egy

—

w (r) vektormezonek két kiilonféle integralja képezhets: egy [ w(r) - dr
r

skalaris, és egy [ w(T) xdr vektorialis vonalintegral.
r

A I' gorbe ismert r(t) paraméterezése esetén (ahol r(0) a I' kezd&pontja,
mig r(1) a végpontja) a vonalintegrél szamolasa egy hatarozott integralra

vezethet6 vissza az alabbi képlet segitségével

/A *dr—/(A(f’(t))*g) dt
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5. Feluleti integralok

Tekintsilink egy X feliiletet és egy azon értelmezett A(r) helyfiiggé mennyi-
séget. Osszuk fel a feliiletet kicsiny, 4t nem lapol6é X, darabokra: ezek
mindegyikét jellemezhetjiik valamely belsé pontjuk r; helyvektoraval és
As; feliiletelem-vektorukkal, mely az ¥; pontbeli normalis (a feliiletre
merdleges) iranyba mutat, mig nagysaga megegyezik a feliilletdarab |X;]

teriletével.
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Ahogy a felosztast finomitjuk, azaz max |X;| egyre kisebb lesz, a
) " A(F) * As;

Osszeg (tetszGleges x szorzatra) a
/ A(T) x ds
b

hatarértékhez tart, az A(r) mennyiség X feletti feliileti integraljahoz.

Skalarmez6 feliileti integralja mindig vektormennyiség, ezzel szemben
egy v_v’( r) vektormezének két kiilonbo6zé feliileti integralja képezhets: egy

- dr skalaris és egy f w(T) x dr vektorialis.

M%



5 FELULETI INTEGRALOK

Ha adott a feliilet egy ¥(u,v) parametrizacioja, ahol (u,v) € D CR?, a

feliileti integral egy kettss integralra redukalodik az alabbi képlet alapjan
or Or
) xds = Jf LAE )« (G, 5, ) peud
/A(r)* S // A(F (u,v)) % 5. % 5. ) ydudv
b3 D

Egy zart (hatarolé gérbe nélkiili) X feliilet mindig egy korlatos V térrészt
hatarol: £ = 9V. Ilyenkor konvenci6 szerint a X normélisa kifelé mutat

a ) tartomanybol.
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6. Térfogati integralok

Tekintsilink egy V térrészt és egy azon értelmezett A(r) helyfiiggé mennyi-
séget. Osszuk fel a térrészt kicsiny, &t nem lapold V; részekre, és jelolje

1V;| ezek térfogatat, mig r; valamely bels§ pontjuk helyvektorat. A
D AT Vi
i
osszegek a felosztas finomitasaval egy véges hatarértékhez tartanak, az

[awa
V

térfogati integralhoz.
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A térfogati integral tenzori jellege ugyanaz, mint az integrandusé, és

a V térrész (elGjeles) térfogata egyenlé az A(r) = 1 konstans fiiggvény

V) :/1d3f

v

tréfogati integraljaval:

Ha ismert a térrész pontjainak egy r(ui,us,u3) parametrizacidja vala-
mely (u1,us,us3) €D CR? gérbevonalt koordinatak segitségével, akkor a

térfogati integral atalakithatd egy harmas integralla

I _, or oOr Or
/A(r)d = // A(r(ul,u2,u3))vol(au1, Py 8u3)du1du2du3
1% D
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7. Divergencia és rotacio

Egy v(r) vektormez6 div v divergenciajanak (‘forrasossag’) és rot v

., 8 ,

1
divv =lim — @ v(¥) - ds
VI
oV
rot v = lim W V() xds
oV

ahol a hatarértéket ugy kell képezni, hogy a |V| térfogattu és 0V hatarolo
feliiletd V térrészt a kérdéses pontra zsugoritjuk.

Egy vektormez$ divergencidja (skalarmezs) és rotécidja (vektormezs)

annak lokalis viselkedését jellemzik.
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o 5 o ,

koordinatakban

OV, N ov, N ov.,
or Oy Oz

divv =

illetve
ot ¥ — ov, B Ov, & 4 o B ov., 5 4 v, B OV, .
-\ Oy 0z ) " 0z or ) Y ox oy )~

Vektormez6 rotacidja mindig forrasmentes, azaz

div(rot v) =0

Forditva, ha egy vektormez6 forrasmentes, akkor egy masik vektormezd

rotacidja (egyszeresen Osszefiiggd tartomény belsejében).
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Divergencia-tétel (Gauss-tétel): vektormezd divergencidjanak térfogati
integralja egy V térrészre egyenlé a vektormez6 feliileti integraljaval a
térrész 0V hatarfeliiletére

/ div v d*F= / V() - d3

1% oV

¢ sy

Stokes-tétel: vektormezd rotacidjanak feliileti integralja egy F feliiletre

egyenld a vektormezdének a feliiletet hatarold 0F gorbére vett vonalmenti

/rotv.dgz/v(f) - dF

F OF

integraljaval




8 SKALARMEZO GRADIENSE

8. Skalarmezé gradiense

Egy ®(r) skalarmez6 gradiense a

1
grad ® = lim vl ¢(r) ds
oV

képlettel értelmezett vektormezd, ahol a hatarértéket gy kell képezni (a

s,y

és 0V hatarolo feliilet V térrészt a vizsgalt pontra zsugoritjuk.

A gradiens Kkifejezése Descartes-koordinatakban

0P 0P
dé=—¢,+ —
gra 97 e, + 9y

(‘3_<I>
0z

—

€, +

—

5%
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Gradiens-tétel: skalarmezd gradiensének egy I' gérbére vett vonalmen-
ti integralja egyenld a skalarmezének a gorbe I', végpontjaban és I'_

kezd6pontjaban felvett értékének a kiilonbségével

/gradCI)-df": O(I',)—d(I')

r

Megjegyzés: gradiens-tétel a klasszikus Newton-Leibnitz-formulat adja

vissza ha vy egy egyenes szakasz.

Kovetkezmény: elég kicsiny AT elmozdulasra

—

O(F + Ar) = O(F) + Ar - grad O(F) + . ..
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Egy ®(r) skalarmez6

8_? i O(r+en) — O(r)
on e—0 3

irdnymenti derivaltja (valtozasi sebessége az n egységvektor irdnyaban)
egyenlé a grad® -n skalarszorzattal, ezért a gradiens a leggyorsabb valto-

zas irdnyaba mutat, és nagysaga a maximalis valtozas sebességét jellemzi.

Skalarmez6 gradiense mindig orvénymentes:

rot(grad ®) = 0

Forditva, minden 6rvénymentes vektormezd elgallithatd (lokdlisan) egy

megfelel§ skalarmezd gradienseként.



9 A LAPLACE-OPERATOR

9. A Laplace-operator

A skalaris Laplace—operator minden ®(r) skalarmez6hoz hozzéarendeli

gradiensének divergenciajat, azaz a

AP = div(grad ¢)

skalarmez6t rendeli hozza, mig a vektoridlis Laplace—operator egy w(r)

vektormez6hoz a

Aw = grad (divw) — rot(rot w)

vektormezoét.
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A skalaris Laplace—operator kifejezése Descartes-koordinatakkal

2 2(1) 2(I)
g PP 000

_@+6’y2+6’z2

mig a vektoriadlis Laplace—operatoré

2 2 2 2
Aw:<awm+aw”;+awm>@+<8wy+

Ox? Oy? 0z Ox?

(82102
+ +

Ox2

0w, N 0w, ¢
Oy? 022 )Y

0% w,, N 0%w., \ _
0y? 0z2

Vagyis a vektorialis Laplace—operator hatasat gy kaphatjuk meg, hogy a

skalaris Laplace—operatort alkalmazzuk a w(r) vektormez6 minden egyes

Descartes—komponensére kiilon-kiilon.
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